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Tema No. 1 (30 puntos)

a) Halle una representacion en serie de potencias para la funcion In(1 + x).

b) Encuentre la /101 alrededor de 100, utilizando un polinomio de Taylor de 3er grado.

37427
6

o]
c) Determine si la serie § : n es convergente o divergente. En caso de que converja encuentre la suma.

n=1
Tema No. 2 (30 puntos)

a) Encuentre la ecuacion del plano que pasa por el punto P(6, 0, -2) y contiene a la recta con ecuaciones:

x=4-2t,y=3+5t,z=T+4t

b) Dada la ecuacion x° + y2 —4z* +4x-6 y —8z =13, reduzcala a su forma standard, identifique la
superficie dando su nombre y luego haga un bosquejo de la misma.

c) Escriba una ecuacion en coordenadas esféricas para la superficie cuya ecuacion rectangular es:

x* + y2 —z’ = 0, luego haga un bosquejo de la superficie.
Tema No. 3 (20 puntos)

Plantee la integral que calcule el area comiin a las curvas 7 = a, ¥ = 2asen & r = 2acos @ . Haga un
bosquejo de las curvas en el mismo plano.

Tema No. 4 (20 puntos)
Una compuerta tiene forma de tridngulo isosceles de 5 pies de altura y 8 pies de ancho (con su vértice hacia

abajo). Plantee la integral que calcula la fuerza total del agua sobre la compuerta, si su parte superior estad 10
pies debajo de la superficie del agua.
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SOLUCION DEL EXAMEN

Tema No. 1: 30 puntos

a) Halle una representacidn en serie de potencias para la funcién In(1 + x)

No.

Explicacion

Operatoria

Se elige la serie de Maclaurin para hallar
la representacion de serie de potencias.

f(x) =In(1+x)

Se encuentran las derivadas de la funcién f(0) =0
para evaluarlas en 0 y sustituir los datos
en la formula para la Serie de Maclaurin: F(x) = - i
AR ,
fo = — () =1
o
(0 1
— 0 rn —_ _ -
f,(,())+ 1 ,Q,C,O freo=( 1)(1+X)2
+f ( )x2+f ( )x3
2! 3! £7(0) = -1
+ .oe
() = (~1)(=2)
[ = 1+ 23
Fr(0) = 1+2

$) = (~1)(=2)(=3)
FAx) = (1) (=2)( D AT 0
fr0)=-1+2+3
1
26 = (CDEDEDED s

f3(0)=1%2%3x4
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2. | Se plantea la serie de potencias con las —0 1xx 1xx? 1x2#*x3
derivadas calculadas y evaluadas. f) =0+ 11 2 31
1%2%3x*x*
B 41
1%2%3%4x%x>
* 51
Respuesta:
f(x) =In(1+x)
(o] xTL
— _1\yn+1 _ -
= ) DMm- 1
n=0
b) Encuentre la+101 alrededor de 100 utilizando un polinomio de Taylor de grado 3.
No. | Explicacién Operatoria
1. | Se encuentran las derivadas de la f(x) = x/?
funcién para evaluarlas en 100 y
sustituir los datos en la férmula para f(100) =10

la Serie de Taylor:

e
Foo =YD pay 4

n!

1
f1G) =527

1

! " f’(lOO) - =
fl('a) (x—a)+f2(,a) - a)? 20
' f///'(a) 5 " 1 _3/2
t— G- freg =-55x /
+ .o

1
f(@0) = ~ 2000

1+3

" — -5/2
1) =5 55%

f7(100) = 555000
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2. | Se plantea el polinomio de Taylor con
las  derivadas  encontradas vy
evaluadas.

1 (x=100) 1 (x=100)2
Ta(x) = 10 + —
3 =10+ =" T000 2!
3 (x—100)3

* 800000 3!

T5(101) = 10.0499

Respuesta:

V101 = T4(101) = 10.0499

3n42m

. . . [e0] . .

c) Determinesila serleznzl po es convergente o divergente. En caso de que converja
encuentre la suma.

No | Explicacion Operatoria

1 Se plantea la serie de potencias
en dos sumatorias separando
la fraccion.

Se evalla cada sumatoria con
el criterio de la razén para
determinar su convergencia.

An+1
an

=1L

lim
n—oo

L < 1,Converge
L > 1, Diverge

L =1,No se puede concluir

3

S

2 |

o oo oo

Y e Yt e

— ~ — 6
Para la primera sumatoria:

3n+1
6n+1

3" %3 % 6"
3”*6”*6|_n—>oo| |

n—-oo

3
3 < 1,Converge
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Para la segunda sumatoria:

2n+1
6n+1

2”*2*6”

= il

n—-oo

2
3 < 1,Converge

Como ambas partes de la sumatoria convergen,
la serie converge.

2. | Se hace el arreglo a cada parte
de la sumatoria para plantearla
en la forma de la Serie
Geométrica para calcular su
suma.

(oe]
a
1—7r
n=1

i3n+2n_§:

(6
n=1
o 2\" 2
+ — —
2.6 @
n=1
32 g
— 6 - + 6 ===
1-= 1-°
6 6
Respuesta:

i3n+2n 3
4 2
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Tema No. 4: 30 puntos

a) Encuentre la ecuacién del plano que pasa por el punto P(6,0,2) y contiene a la recta con
ecuaciones:x =4 —2t,y=3+5t,z=7+ 4t

No. | Explicacién Operatoria
1. | Se plantea un esquema con n
los datos proporcionados
para plantear la ecuacion QP P
del plano.
Q .
r
Q es el punto por donde
pasa la recta.
Q(4,3,7)
7 es el vector director de la P(6,0,—2)
recta.
r =(—2,5,4)
El vector @ se plantea con .
los puntos Q y P. QP =(6—-40-3,-2—-7)=(2,-3,-9)
El vector n se encuentra g Lk
efectuando el producto cruz TXQP=|-25 4
I 0 -3 -9
de los vectoresry QP. = (—45 + 12,—(18 — 8), 6 — 10)
R = (—33,-10,—4)
n es el vector normal del
plano.
2. | Se plantea la ecuacién del (x0,¥0,20) = (6,0,—2)
plano de la forma: (a,b,c) =(—33,-10,—4)
alx —xg) + b(y —yp) —33(x—6)—10(y —0)—4(z+2)=0
+ c(z — zy) —33x — 10y —4z=-198+8
=0 —33x — 10y — 4z = -190
Respuesta:
—33x — 10y — 4z = -190
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b) Dada la ecuacién x? + y2 — 4z2 + 4x — 6y — 8z = 13, redlzcala a su forma estandar,
identifique la superficie dando su nombre y luego haga un bosquejo de la misma.

No. | Explicacién Operatoria

1. |Se realiza la completacion al x2+4x+y?—6y—4z>—-8z=13
cuadrado de las variables
involucradas en la ecuacién, se x2+4x+4+y2—6y+9—4(z2-2z+1)
simplifica la ecuacién a una forma =13-4-9+4
conocida.

(x+2)2+(@y+3)2—-4(z—-1)2=4

(x+2)2_|_(y+3)2_(z—1)2=

1
4 4 1

(x+2)2_|_(y+3)2_(z—1)2=

22 22 12 1

2. | La ecuacién corresponde a un | Respuesta: Hiperboloide Eliptico de una Hoja
Hiperboliode Eliptico de una Hoja con
centroen (—3,-3,1). Grafica:
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c) Escriba la ecuacién en coordenadas esféricas para la superficie cuya ecuacién rectangular
es: x2 + y2 — z%2 = 0, luego haga un bosquejo de la superficie.

No. | Explicacién Operatoria

2022 2 a2 2 2
1. |Se arregla la expresién para X“ty -zt =x"+y +z° -2z

sustituir las relaciones entre 5 5
re = 2r“cosf

coordenadas esféricas y
rectangulares. 2 cosf = 1
x2+y?2+z%2=r?
cos?6 = =
2
Z=rcosH
6=+ !
cosf = +—
V2
6=1—
T4
2. | La expresidon corresponde a la Respuesta:
grafica de un cono.
6=1—
T4

Grafica:
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Tema No. 3: 20 puntos
Plantee laintegral que calcule el areacomunalascurvasr = a,r = 2asinfyr = 2a cos 6. Haga

un bosquejo de las curvas en el mismo plano.

Explicacion Operatoria
No.
1. | Se grafican las curvas para a =
1 para determinar el area de la 05
region a calcular. _ ;
g r=2sinf /!
/// 92
El area comun es la parte
sombreada de la grafica. o
/) Pt 1
P . o \\‘7’/ //// ,/,/
//I //// /,”/\“
| ,:/:/’ \
{ ‘.
r=1
/ r=2cos6
N
2. | Se determinan los angulos de
interseccion de las curvas para Para 6,:
plantear los limites de las
integrales de area. 2asinf = 2acos 6
sin
cos O
tanf =1
6, =tan"11 ="
= tan = —
2 4
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Para 6;:

2asinf = a

sinf@ = —

2

s

91 = sin_l E = g
Para 065:

2acosf =a

1 ; 5
A= @yao

p 1
cosf ==
2
6; = sin~! = ==
=sin - =<
3 2 3
Se plantean las integrales para Entre 0 y 0;:
calcular el area comun a las
curvas. /6

1
A = Ef (2asin 6)%d6
0

Entre 0, y 0,:

/4

/6
Entre 6, y 05:

/3
/4

s
Entre 05 y >

/2

1
Al:f f (2a cos 0)2dO

/3
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A

Respuesta:

/6 /4 /2

1 _ 1
=§f (2asin 0)2d6 + f a*do +5 f (2a cos 0)%dO
0

/6 /3

Tema No. 4: 20 puntos
Una compuerta tiene forma de triangulo isésceles de 5 pies de altura y 8 pies de ancho (con su
vértice hacia abajo). Plantee la integral que calcule la fuerza total del agua sobre la compuerta, si
su parte superior esta 10 pies debajo de la superficie del agua.

Explicacion Operatoria
No.
1. | Se realiza el esquema de Ia
compuerta para determinar las
ecuaciones a utilizar para
calcular la fuerza hidrostatica. 4 4
Por simetria, se analiza la mitad
de la compuerta. 15
d
Q(4,5)
y
\4
A re—— dy
P(0,0)
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2. | Se plantean las ecuaciones a
partir del esquema.

Para la recta PQ

Sustituyendo en la ecuacién de la recta,
utilizando el punto P

Y — Yo =m(x — Xo)

y=0=7(x=0)

5
= — %
y 4x

Despejando x:

5
x—4y

Para la presién del fluido, se tiene la ecuacion:
P =pgd
Del esquema puede notarse que:

d=15-y

3. La fuerza hidrostatica se
obtiene sumando las fuerzas
sobre todas las secciones de
"x", a lo largo de toda Ia
profundidad, integrando a lo
largo de la profundidad del

agua en la pileta.

5
szpgd*x*dy
0

5
F = pg fo (15 — y)(x)dy

4
Sustituyendo x = gy

F= fospg(15 —Y) (gy) dy
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4. | Ya que se tomd la mitad de la 5 4
pileta para el andlisis, la fuerza Fr= 2pgf0 (15-y) (Ey) dy
total sobre Ila pileta, por
simetria es dos veces |la
expresion planteada en el inciso
anterior.

Respuesta:

Fp = 2(62.5) fos(m ~y) (gy) dy




