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 Segunda Retrasada Matemática Intermedia 1 

Jornada Vespertina  
 

Tema No. 1 (30 puntos) 
 
a) Halle una representación en serie de potencias para la función )1ln( x+ . 

 
b) Encuentre la 101alrededor de 100, utilizando un polinomio de Taylor de 3er grado. 

 

c) Determine si la serie ∑
∞

=

+

1
6
23

n
n

nn

 es convergente o divergente.  En caso de que converja encuentre la suma. 

 
Tema No. 2 (30 puntos) 
 
a) Encuentre la ecuación del plano que pasa por el punto P(6, 0, -2) y contiene a la recta con ecuaciones:  

 
tztytx 47,53,24 +=+=−=  

 
b) Dada la ecuación 138644 222 =−−+−+ zyxzyx , redúzcala a su forma standard, identifique la 

superficie dando su nombre y luego haga un bosquejo de la misma. 
 

c) Escriba una ecuación en coordenadas esféricas para la superficie cuya ecuación rectangular es: 
 

0222 =−+ zyx , luego haga un bosquejo de la superficie. 
 

Tema No. 3 (20 puntos) 
 
Plantee la integral que calcule el área común a las curvas θθ cos2&2, arasenrar === . Haga un 
bosquejo de las curvas en el mismo plano. 

 
Tema No. 4 (20 puntos) 
 
Una compuerta tiene forma de triángulo isósceles de 5 pies de altura y 8 pies de ancho (con su vértice hacia 
abajo). Plantee la integral que calcula la fuerza total del agua sobre la compuerta, si su parte superior  está  10 
pies debajo de la superficie del agua. 
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SOLUCIÓN	DEL	EXAMEN	
	
	

Tema	No.	1:	30	puntos	
	

a) Halle	una	representación	en	serie	de	potencias	para	la	función	ln(1 + 𝑥)	
	

No.	 Explicación	 Operatoria	
	
1.	

	
Se	elige	la	serie	de	Maclaurin	para	hallar	
la	representación	de	serie	de	potencias.	
	
Se	encuentran	las	derivadas	de	la	función	
para	evaluarlas	en	0	y	sustituir	 los	datos	
en	la	fórmula	para	la	Serie	de	Maclaurin:	
	

𝑓 𝑥 =
𝑓 + (0)
𝑛!

.

+/0

= 𝑓 0 +
𝑓′(0)
1! 𝑥

+
𝑓′′(0)
2! 𝑥3 +

𝑓′′′(0)
3! 𝑥5

+ ⋯	
	
	

	
	

𝑓 𝑥 = ln 1 + 𝑥 	
	

𝑓 0 = 0	
	

𝑓7 𝑥 =
1

1 + 𝑥	
	

𝑓7(0) = 1	
	

𝑓77 𝑥 = −1
1

1 + 𝑥 3	

	
𝑓77(0) = −1	

	

𝑓777 𝑥 = −1 −2
1

1 + 𝑥 5	

	
𝑓777(0) = 1 ∗ 2	

	

𝑓: 𝑥 = −1 −2 (−3)
1

1 + 𝑥 :	

	
𝑓: 0 = −1 ∗ 2 ∗ 3	

	

𝑓; 𝑥 = −1 −2 (−3)(−4)
1

1 + 𝑥 ;	

	
𝑓; 0 = 1 ∗ 2 ∗ 3 ∗ 4	
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2.	

	
Se	 plantea	 la	 serie	 de	 potencias	 con	 las	
derivadas	calculadas	y	evaluadas.	

	

𝑓 𝑥 = 0 +
1 ∗ 𝑥
1! −

1 ∗ 𝑥3

2! +
1 ∗ 2 ∗ 𝑥5

3!

−
1 ∗ 2 ∗ 3 ∗ 𝑥:

4!

+
1 ∗ 2 ∗ 3 ∗ 4 ∗ 𝑥;

5! 	

	
𝑅𝑒𝑠𝑝𝑢𝑒𝑠𝑡𝑎:	

	
𝑓 𝑥 = ln(1 + 𝑥)

= −1 +FG(𝑛 − 1)!
𝑥+

𝑛!

.

+/0

	

	
	
	

b) Encuentre	la	 101	alrededor	de	100	utilizando	un	polinomio	de	Taylor	de	grado	3.	
	
	
No.	 Explicación	 Operatoria	
	
1.	

	
Se	 encuentran	 las	 derivadas	 de	 la	
función	 para	 evaluarlas	 en	 100	 y	
sustituir	los	datos	en	la	fórmula	para	
la	Serie	de	Taylor:	
	

𝑓 𝑥 =
𝑓 + 𝑎
𝑛!

.

+/0

= 𝑓 𝑎 +	

𝑓7 𝑎
1! (𝑥 − 𝑎) +

𝑓77 𝑎
2! 𝑥 − 𝑎 3

+
𝑓777 𝑎
3! (𝑥 − 𝑎)5

+ ⋯	
	
	

	
𝑓 𝑥 = 𝑥G/3	

	
𝑓 100 = 10	

	

𝑓7 𝑥 =
1
2 𝑥

IG/3	

	

𝑓7(100) =
1
20	

	

𝑓77 𝑥 = −
1

2 ∗ 2 𝑥
I5/3	

	

𝑓77 0 = −
1

4000	
	

𝑓777 𝑥 =
1 ∗ 3

2 ∗ 2 ∗ 2 𝑥
I;/3	

	

𝑓777(100) =
3

800000	
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2.	

	
Se	plantea	el	polinomio	de	Taylor	con	
las	 derivadas	 encontradas	 y	
evaluadas.	

	

𝑇5 𝑥 = 10 +
1
20
(𝑥 − 100)

1!
−

1
4000

𝑥 − 100 3

2!

+
3

800000
(𝑥 − 100)5

3!
	

	
𝑇5 101 = 10.0499	

	
𝑅𝑒𝑠𝑝𝑢𝑒𝑠𝑡𝑎:	

	
101 ≅ 𝑇5 101 = 10.0499	

	
	

c) Determine	si	la	serie
5OF3O

PO
.
+/G 			es	convergente	o	divergente.	En	caso	de	que	converja	

encuentre	la	suma.	
	

No	
	

Explicación	
	

Operatoria	

	
1.	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
Se	plantea	la	serie	de	potencias	
en	 dos	 sumatorias	 separando	
la	fracción.	
	
Se	 evalúa	 cada	 sumatoria	 con	
el	 criterio	 de	 la	 razón	 para	
determinar	su	convergencia.	
	

lim
+→.

𝑎+FG
𝑎+

= 𝐿	

	
𝐿 < 1, 𝐶𝑜𝑛𝑣𝑒𝑟𝑔𝑒	

	
𝐿 > 1, 𝐷𝑖𝑣𝑒𝑟𝑔𝑒	

	
𝐿 = 1,𝑁𝑜	𝑠𝑒	𝑝𝑢𝑒𝑑𝑒	𝑐𝑜𝑛𝑐𝑙𝑢𝑖𝑟	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	

3+ + 2+

6+

.

+/G

=
3+

6+

.

+/G

+
2+

6+

.

+/G

	

	
𝑃𝑎𝑟𝑎	𝑙𝑎	𝑝𝑟𝑖𝑚𝑒𝑟𝑎	𝑠𝑢𝑚𝑎𝑡𝑜𝑟𝑖𝑎:	

	

lim
+→.

𝑎+FG
𝑎+

= lim
+→.

3𝑛+1

6𝑛+1

3𝑛

6𝑛

= lim
+→.

3+ ∗ 3 ∗ 6+

3+ ∗ 6+ ∗ 6 = lim
+→.

3
6 =

3
6	

	
3
6 < 1, 𝐶𝑜𝑛𝑣𝑒𝑟𝑔𝑒	
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𝑃𝑎𝑟𝑎	𝑙𝑎	𝑠𝑒𝑔𝑢𝑛𝑑𝑎	𝑠𝑢𝑚𝑎𝑡𝑜𝑟𝑖𝑎:	

	

lim
+→.

𝑎+FG
𝑎+

= lim
+→.

2𝑛+1

6𝑛+1

2𝑛

6𝑛

= lim
+→.

2+ ∗ 2 ∗ 6+

2+ ∗ 6+ ∗ 6 = lim
+→.

2
6 =

2
6	

	
2
6 < 1, 𝐶𝑜𝑛𝑣𝑒𝑟𝑔𝑒	

	
𝐶𝑜𝑚𝑜	𝑎𝑚𝑏𝑎𝑠	𝑝𝑎𝑟𝑡𝑒𝑠	𝑑𝑒	𝑙𝑎	𝑠𝑢𝑚𝑎𝑡𝑜𝑟𝑖𝑎	𝑐𝑜𝑛𝑣𝑒𝑟𝑔𝑒𝑛,	

𝑙𝑎	𝑠𝑒𝑟𝑖𝑒	𝑐𝑜𝑛𝑣𝑒𝑟𝑔𝑒.	
	

	
2.	

	
Se	hace	el	arreglo	a	cada	parte	
de	la	sumatoria	para	plantearla	
en	 la	 forma	 de	 la	 Serie	
Geométrica	 para	 calcular	 su	
suma.	
	

𝑎𝑟+IG =
𝑎

1 − 𝑟

.

+/G

	

	

3+ + 2+

6+

.

+/G

=
3+

6+

.

+/G

+
2+

6+

.

+/G

=
3
6

+IG 3
6

.

+/G

+
2
6

+IG 2
6

.

+/G

	

	

=
5
P

1 − 5
P

+
3
P

1 − 3
P

=
3
2	

	
𝑅𝑒𝑠𝑝𝑢𝑒𝑠𝑡𝑎:	

	

3+ + 2+

6+

.

+/G

=
3
2	
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Tema	No.	4:		30	puntos	
	

a) Encuentre	la	ecuación		del	plano	que	pasa	por	el	punto	𝑃(6,0,2)	y	contiene	a	la	recta	con	
ecuaciones:	𝑥 = 4 − 2𝑡, 𝑦 = 3 + 5𝑡, 𝑧 = 7 + 4𝑡	

 
No.	 Explicación	 Operatoria	
	
1.	

	
Se	plantea	un	esquema	con	
los	 datos	 proporcionados	
para	 plantear	 la	 ecuación	
del	plano.	
	
𝑄	 es	 el	 punto	 por	 donde	
pasa	la	recta.	
	
𝑟	es	el	vector	director	de	la	
recta.	
	
El	vector	𝑄𝑃	se	plantea	con	
los	puntos	𝑄	y	𝑃.	
	
El	 vector	 𝑛	 se	 encuentra	
efectuando	el	producto	cruz	
de	los	vectores	𝑟	y	𝑄𝑃.		
	
𝑛	 es	 el	 vector	 normal	 del	
plano.	
	

		
	
	
	
	
	
	
	

𝑄(4,3,7)	
𝑃(6,0, −2)	

	
𝑟 = −2,5,4 	

	
𝑄𝑃 = 6 − 4,0 − 3,−2 − 7 = 2,−3,−9 	

	

𝑟×𝑄𝑃 =
𝑖
−2
0

		𝑗
		5
	−3

		
𝑘
4
−9

= −45 + 12,− 18 − 8 , 6 − 10
= −33,−10,−4 	

	
2.	

	
Se	 plantea	 la	 ecuación	 del	
plano	de	la	forma:	
	
𝑎 𝑥 − 𝑥0 + 𝑏 𝑦 − 𝑦0

+ 𝑐 𝑧 − 𝑧0
= 0	

	

	
𝑥0, 𝑦0, 𝑧0 = (6,0, −2)	

𝑎, 𝑏, 𝑐 = −33,−10,−4 	
	

−33 𝑥 − 6 − 10 𝑦 − 0 − 4 𝑧 + 2 = 0	
−33𝑥 − 10𝑦 − 4𝑧 = −198 + 8	
−33𝑥 − 10𝑦 − 4𝑧 = −190	

	
𝑅𝑒𝑠𝑝𝑢𝑒𝑠𝑡𝑎:	

	
−33𝑥 − 10𝑦 − 4𝑧 = −190	

	
	
	
	
	

P	

Q	
𝑟	

𝑛p⃑ 	

𝑄𝑃ppppp⃑ 	
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b) Dada	 la	ecuación	𝑥3 + 𝑦3 − 4𝑧3 + 4𝑥 − 6𝑦 − 8𝑧 = 13,	 redúzcala	a	su	 forma	estandar,	

identifique	la	superficie	dando	su	nombre	y	luego	haga	un	bosquejo	de	la	misma.	
 

No.	 Explicación	 Operatoria	
	
1.	

	
Se	 realiza	 la	 completación	 al	
cuadrado	 de	 las	 variables	
involucradas	 en	 la	 ecuación,	 se	
simplifica	 la	 ecuación	 a	 una	 forma	
conocida.	
	
	

	
𝑥3 + 4𝑥 + 𝑦3 − 6𝑦 − 4𝑧3 − 8𝑧 = 13	

	
𝑥3 + 4𝑥 + 4 + 𝑦3 − 6𝑦 + 9 − 4 𝑧3 − 2𝑧 + 1

= 13 − 4 − 9 + 4	
	

(𝑥 + 2)3 + (𝑦 + 3)3 − 4 𝑧 − 1 3 = 4	
	

(𝑥 + 2)3

4 +
(𝑦 + 3)3

4 −
𝑧 − 1 3

1 = 1	
	

(𝑥 + 2)3

23 +
(𝑦 + 3)3

23 −
𝑧 − 1 3

13 = 1	
	

	
2.	

	
La	 ecuación	 corresponde	 a	 un	
Hiperboliode	Elíptico	de	una	Hoja	con	
centro	en	(−3,−3,1).	

	
𝑅𝑒𝑠𝑝𝑢𝑒𝑠𝑡𝑎:𝐻𝑖𝑝𝑒𝑟𝑏𝑜𝑙𝑜𝑖𝑑𝑒	𝐸𝑙í𝑝𝑡𝑖𝑐𝑜	𝑑𝑒	𝑢𝑛𝑎	𝐻𝑜𝑗𝑎	

	
𝐺𝑟á𝑓𝑖𝑐𝑎:	
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c) Escriba	la	ecuación	en	coordenadas	esféricas	para	la	superficie	cuya	ecuación	rectangular	

es:	𝑥3 + 𝑦3 − 𝑧3 = 0,	luego	haga	un	bosquejo	de	la	superficie.	
	
No.	 Explicación	 Operatoria	
	
1.	
	

	
Se	 arregla	 la	 expresión	 para	
sustituir	 las	 relaciones	 entre	
coordenadas	 esféricas	 y	
rectangulares.	
	

𝑥3 + 𝑦3 + 𝑧3 = 𝑟3	
	

𝑧 = 𝑟 cos 𝜃	
	
	
	
	
	

𝑥3 + 𝑦3 − 𝑧3 = 𝑥3 + 𝑦3 + 𝑧3 − 2𝑧3	
	

𝑟3 = 2𝑟3 cos 𝜃	
	

2 cos 𝜃 = 1	
	

𝑐𝑜𝑠3𝜃 =
1
2
	

	

cos 𝜃 = ±
1
2
	

	

𝜃 = ±
𝜋
4
	

	
2.	

	
La	 expresión	 corresponde	 a	 la	
gráfica	de	un	cono.	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
𝑅𝑒𝑠𝑝𝑢𝑒𝑠𝑡𝑎:	

	
𝜃 = ±

𝜋
4
	

	
𝐺𝑟á𝑓𝑖𝑐𝑎:	
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Tema	No.	3:	20	puntos	
Plantee	la	integral	que	calcule	el	área	común	a	las	curvas	𝑟 = 𝑎,	𝑟 = 2𝑎 sin 𝜃	y	𝑟 = 2𝑎 cos 𝜃.	Haga	
un	bosquejo	de	las	curvas	en	el	mismo	plano.	

No.	 Explicación	
	

Operatoria	
	

	
1.	
	
	
	
	
	

	
Se	grafican	las	curvas	para	𝑎 =
1	para	determinar	el	area	de	la	
región	a	calcular.	
	
El	 área	 común	 es	 la	 parte	
sombreada	de	la	gráfica.	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	

	
	
	

	
2.	

	
Se	 determinan	 los	 ángulos	 de	
intersección	de	las	curvas	para	
plantear	 los	 límites	 de	 las	
integrales	de	área.	
	

	
	

𝑃𝑎𝑟𝑎	𝜃3:	
	

2𝑎 sin 𝜃 = 2𝑎 cos 𝜃	
sin 𝜃
cos 𝜃 = 1	
tan 𝜃 = 1	

	

𝜃3 = tan−1 1 =
𝜋
4	

	
	
	
	
	
	
	

𝑟 = 1	

𝑟 = 2 sin 𝜃	

𝑟 = 2 cos 𝜃	

𝜃5	

𝜃3	

𝜃G	
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𝑃𝑎𝑟𝑎	𝜃G:	
	

2𝑎 sin 𝜃 = 𝑎	

sin 𝜃 =
1
2	

	

𝜃G = sin−1
1
2 =

𝜋
6	

	
𝑃𝑎𝑟𝑎	𝜃5:	

	
2𝑎 cos 𝜃 = 𝑎	

cos 𝜃 =
1
2	

	

𝜃5 = sin−1
1
2 =

𝜋
3	

	
	
3.	
	

	
Se	plantean	las	integrales	para	
calcular	 el	 área	 común	 a	 las	
curvas.	
	

𝐴 =
1
2 (𝑓(𝜃))3𝑑𝜃

�

�

	

	
𝐸𝑛𝑡𝑟𝑒	0		𝑦	𝜃G:	

	

𝐴G =
1
2 (2𝑎 sin 𝜃)3𝑑𝜃

�/P

0

	

	
𝐸𝑛𝑡𝑟𝑒	𝜃G	𝑦	𝜃3:	

	

𝐴G =
1
2 𝑎3𝑑𝜃

�/:

�/P

	

	
𝐸𝑛𝑡𝑟𝑒	𝜃3	𝑦	𝜃5:	

	

𝐴3 =
1
2 𝑎3𝑑𝜃

�/5

�/:

	

	

𝐸𝑛𝑡𝑟𝑒	𝜃5		𝑦	
𝜋
2:	

	

𝐴G =
1
2 (2𝑎 cos 𝜃)3𝑑𝜃

�/3

�/5
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𝑅𝑒𝑠𝑝𝑢𝑒𝑠𝑡𝑎:	
	

𝐴 =
1
2 (2𝑎 sin 𝜃)3𝑑𝜃

�/P

0

+ 𝑎3𝑑𝜃

�/:

�/P

+
1
2 (2𝑎 cos 𝜃)3𝑑𝜃

�/3

�/5

	

	
	

	
	
	
	
Tema	No.	4:	20	puntos	
Una	compuerta	tiene	forma	de	triángulo	isósceles	de	5	pies	de	altura	y	8	pies	de	ancho	(con	su	
vértice	hacia	abajo).	Plantee	la	integral	que	calcule	la	fuerza	total	del	agua	sobre	la	compuerta,	si	
su	parte	superior	está	10	pies	debajo	de	la	superficie	del	agua.	
	
	

No.	 Explicación	
	

Operatoria	
	

	
1.	
	
	
	
	
	

	
Se	 realiza	 el	 esquema	 de	 la	
compuerta	para	determinar	las	
ecuaciones	 a	 utilizar	 para	
calcular	la	fuerza	hidrostática.	
	
Por	simetría,	se	analiza	la	mitad	
de	la	compuerta.	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
		
	
	
	
	

15	

𝑄(4,5)	

𝑃(0,0)	

𝑑	

𝑦	

𝑑𝑦	
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2.	

	
Se	 plantean	 las	 ecuaciones	 a	
partir	del	esquema.	
	

	
𝑃𝑎𝑟𝑎	𝑙𝑎	𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎	𝑃𝑄	

	

𝑚 =
𝑦G − 𝑦0
𝑥G − 𝑥0

=
5 − 0
4 − 0 =

5
4	

	
𝑆𝑢𝑠𝑡𝑖𝑡𝑢𝑦𝑒𝑛𝑑𝑜	𝑒𝑛	𝑙𝑎	𝑒𝑐𝑢𝑎𝑐𝑖ó𝑛	𝑑𝑒	𝑙𝑎	𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎,	

𝑢𝑡𝑖𝑙𝑖𝑧𝑎𝑛𝑑𝑜	𝑒𝑙	𝑝𝑢𝑛𝑡𝑜	𝑃	
	

𝑦 − 𝑦0 = 𝑚(𝑥 − 𝑥0)	

𝑦 − 0 =
5
4 (𝑥 − 0)	

	

𝑦 =
5
4 ∗ 𝑥	

	
𝐷𝑒𝑠𝑝𝑒𝑗𝑎𝑛𝑑𝑜	𝑥:	

	

𝑥 =
5
4𝑦	

	
𝑃𝑎𝑟𝑎	𝑙𝑎	𝑝𝑟𝑒𝑠𝑖ó𝑛	𝑑𝑒𝑙	𝑓𝑙𝑢𝑖𝑑𝑜, 𝑠𝑒	𝑡𝑖𝑒𝑛𝑒	𝑙𝑎	𝑒𝑐𝑢𝑎𝑐𝑖ó𝑛:	
	

𝑃 = 𝜌𝑔𝑑	
	

𝐷𝑒𝑙	𝑒𝑠𝑞𝑢𝑒𝑚𝑎	𝑝𝑢𝑒𝑑𝑒	𝑛𝑜𝑡𝑎𝑟𝑠𝑒	𝑞𝑢𝑒:	
	

𝑑 = 15 − 𝑦	
	

	
3.	

	
La	 fuerza	 hidrostática	 se	
obtiene	 sumando	 las	 fuerzas	
sobre	 todas	 las	 secciones	 de	
"𝑥",	 a	 lo	 largo	 de	 toda	 la	
profundidad,	 integrando	 a	 lo	
largo	 de	 la	 profundidad	 del	
agua	en	la	pileta.	
	
	
	
	
	
	
	
	

	

𝐹 = 𝜌𝑔	𝑑 ∗ 𝑥
;

0
∗ 𝑑𝑦	

	

𝐹 = 𝜌𝑔 (15
;

0
− 𝑦)(𝑥)𝑑𝑦	

	

𝑆𝑢𝑠𝑡𝑖𝑡𝑢𝑦𝑒𝑛𝑑𝑜	𝑥 =
4
5𝑦	

	

𝐹 = 𝜌𝑔(15
;

0
− 𝑦)

4
5 𝑦 𝑑𝑦	
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4.	

	
Ya	que	 se	 tomó	 la	mitad	de	 la	
pileta	para	el	análisis,	 la	fuerza	
total	 sobre	 la	 pileta,	 por	
simetría	 es	 dos	 veces	 la	
expresión	planteada	en	el	inciso	
anterior.	
	

	

𝐹� = 2𝜌𝑔 (15
;

0
− 𝑦)

4
5 𝑦 𝑑𝑦	

	
𝑅𝑒𝑠𝑝𝑢𝑒𝑠𝑡𝑎:	

	

𝐹� = 2(62.5) (10
;

0
− 𝑦)

4
5 𝑦 𝑑𝑦	

	
	
	
	

	


