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24 de mayo de 2016                          Primera Retrasada               Temario Único 
 

Tema No. 1 (30 puntos) 

Calcule las siguientes integrales: 

 

       a) ∫
√𝑥2+9

𝑥
𝑑𝑥                                                                    b) ∫ 𝑥𝑒−2𝑥𝑑𝑥

∞

0
 

            c)  Utilice la regla de Simpson con 𝑛 = 6 para calcular ∫ sin(𝑥2) 𝑑𝑥
𝜋

0
 

Tema No. 2 (15 puntos) 

a) Dibuje la representación gráfica de las curvas 𝑟 = 2 cos 𝜃 y 𝑟 =
8

4+cos𝜃
 

b) Plantee una integral para calcular el área de la región dentro de la primera curva y fuera de 
la primera. 

 

Tema No. 3 (20 puntos) 

a) Determine el radio y el intervalo de convergencia de la serie de potencias: 

∑
(−1)𝑛2𝑛+1(𝑥 − 2)𝑛

4𝑛

∞

𝑛=0

 

b) Encuentre una serie de Maclaurin para la función 𝑓(𝑥) = 𝑒−𝑥2
, construyendo primero la serie 

para la función 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥 

 

Tema No. 4 (25 puntos) 

a) Encuentre las ecuaciones paramétricas de la recta en donde se interesan los planos. (8 puntos) 

𝑥 + 2𝑦 − 𝑧 = 6     &     𝑥 − 𝑦 + 3𝑧 = −2 

 

b) Determine si las rectas se intersectan, si son paralelas a si son oblicuas. Si no se intersectan 

encuentre la distancia entre ellas. (8 puntos) 

𝑥 = 1 + 2𝑡,     𝑦 = 3 − 4𝑡,    𝑧 = −5 + 6𝑡    &    
𝑥 − 3

−1
=

𝑦 − 2

2
=

𝑧 − 1

−3
 

c) Grafique en 𝑅3 e identifique las superficies siguientes. (9 puntos) 

                        i)   𝑧 = 𝑟2         ii)    
𝑥2

9
−

𝑦2

4
+

𝑧2

9
= 1          iii)   𝜌 sin ∅ = 3 

 

Tema No. 5 (10 puntos) 

Encuentre la superficie de revolución que se obtiene al girar la región limitada por la curva 

 𝑦 =
1

4
𝑥4 +

1

8𝑥2
  y las rectas 𝑥 = 1   &&   𝑥 = 2, alrededor del eje 𝑦.  
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SOLUCIÓN DEL EXAMEN 

 
 

Tema 1: 30 puntos 

Calcule las siguientes integrales: 

 

a) ∫
√𝑥2+9

𝑥
𝑑𝑥 

 
     

No. Explicación Operatoria 

 
1. 

 
La integral se resuelve por el método 
de sustitución trigonométrica, se 
plantea el triángulo y las 
sustituciones derivadas del mismo. 

 
 
 
 
 
 

tan 𝜃 =
𝑥

3
 → 𝑥 = 3 tan 𝜃 

𝑑𝑥 = 3 𝑠𝑒𝑐2𝜃 𝑑𝜃 
 

sec 𝜃 =
√𝑥2 + 9

3
→ √𝑥2 + 9 = 3 sec 𝜃 

 

 
2. 

 
Se realizan las sustituciones en la 
integral. 
 
Se simplifica la expresión. 

 

∫
3 sec 𝜃 3 𝑠𝑒𝑐2𝜃 𝑑𝜃

3 tan 𝜃
= 3∫

sec 𝜃(1 + 𝑡𝑎𝑛2𝜃) 𝑑𝜃

tan 𝜃
 

 

= 3∫
sec 𝜃 𝑑𝜃

tan 𝜃
+ 3∫

sec 𝜃 𝑡𝑎𝑛2𝜃 𝑑𝜃

tan 𝜃
 

 

= 3∫csc 𝜃 𝑑𝜃 + 3∫sec 𝜃 tan 𝜃 𝑑𝜃 

 
= 3 𝐿𝑛|csc 𝜃 − cot 𝜃| + 3 sec 𝜃 

 

csc 𝜃 =
√𝑥2 + 9

𝑥
→  𝜃 = csc−1

√𝑥2 + 9

𝑥
 

 

𝑥 

3 
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cot 𝜃 =
3

𝑥
→  𝜃 = cot−1

3

𝑥
 

 

sec 𝜃 =
√𝑥2 + 9

3
→  𝜃 = sec−1

√𝑥2 + 9

3
 

 

= 3 𝐿𝑛 |csc csc−1
√𝑥2 + 9

𝑥
− cot cot−1

3

𝑥
|

+ 3 sec sec−1
√𝑥2 + 9

3
 

 

= 3 𝐿𝑛 |
√𝑥2 + 9

𝑥
−

3

𝑥
| + √𝑥2 + 9 

 

 
 

R./ 

∫
√𝑥2 + 9

𝑥
𝑑𝑥 == 3 𝐿𝑛 |

√𝑥2 + 9

𝑥
−

3

𝑥
| + √𝑥2 + 9 + 𝐶 

 

 

b) ∫ 𝑥𝑒−2𝑥𝑑𝑥
∞

0
 

 
No. Explicación Operatoria 

 
1. 

 
Se aplica el método de integración por 
partes para resolver la integral. 
 
Se plantean las sustituciones para la 
integral. 

 
𝑢 = 𝑥          𝑑𝑢 = 𝑑𝑥 

𝑑𝑣 = 𝑒−2𝑥𝑑𝑥     𝑣 = −
1

2
𝑒−2𝑥 

 

 
2. 

 
Se aplica la definición para resolver la 
integral. 
 

𝑢𝑣 − ∫𝑣 𝑑𝑢 

 
Se simplifican los términos. 

 

     ∫ 𝑥𝑒−2𝑥𝑑𝑥 = −
1

2
𝑥𝑒−2𝑥 +

1

2
∫ 𝑒−2𝑥𝑑𝑥 

 

= −
1

2
𝑥𝑒−2𝑥 −

1

4
𝑒−2𝑥 

  
 

 
3. 
 

 
Como es una integral con un límite al 
infinito, se trata como un límite en la 
sustitución, sustituyendo ∞ → 𝑎.  
 

 

lim
𝑎→∞

[(
1

2
𝑎𝑒−2𝑎 −

1

2
(0)) − (

1

4
𝑒−2𝑎 −

1

4
𝑒−2(0))]  
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Se evalúa la integral por el teorema 
fundamenta 

𝐴𝑝𝑙𝑖𝑐𝑎𝑛𝑑𝑜 𝐿´𝐻𝑜𝑠𝑝𝑖𝑡𝑎𝑙 𝑎𝑙 𝑡é𝑟𝑚𝑖𝑛𝑜 
1

2
𝑎𝑒−2𝑎 

lim
𝑎→∞

1

2
𝑎𝑒−2𝑎 =

1

2
lim
𝑎→∞

𝑎

𝑒2𝑎
=

∞

∞
→ 𝐹. 𝐼. 

 
1

2
lim
𝑎→∞

1

𝑒2𝑎
=

1

∞
→ 0 

 

= (0 − 0) − (0 −
1

4
) =

1

4
 

 

 

R./  
       

∫ 𝑥𝑒−2𝑥𝑑𝑥
∞

0

=
1

4
 

 

 

 

c)   Utilice la regla de Simpson con 𝑛 = 6 para calcular ∫ sin(𝑥2) 𝑑𝑥
𝜋

0
 

No. Explicación Operatoria 

 
1. 

Se aplica la definición del método de 
Simpson: 
 

∫ 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎

𝑑𝑥 ≈ 𝑆𝑛

=
∆𝑥

3
[

𝑓(𝑥0) + 4𝑓(𝑥1) + 2𝑓(𝑥2)

+4𝑓(𝑥3) + ⋯+ 2𝑓(𝑥𝑛−2)

+4𝑓(𝑥𝑛−1) + 𝑓(𝑥𝑛)
] 

 

∆𝑥 =
𝑏 − 𝑎

𝑛
 

 
𝑆𝑖     0 ≤ 𝑥 ≤ 𝜋 

 

∆𝑥 =
𝜋 − 0

6
=

𝜋

6
 

 
 

𝑓(𝑥) = sin 𝑥2 
 

 
2. 

 
Se sustituye desde 𝑥0 = 0, 𝑥1 = 𝜋/6, 𝑥2 =
2𝜋/6, 
 𝑥3 = 3𝜋/6, 𝑥4 = 4𝜋/6, 𝑥5 = 5𝜋/6 y 

 𝑥6 = 6𝜋/6 en la ecuación sin(𝑥2) 
 
Luego se aplica la fórmula para el método 
de Simpson. 
 

 

𝑆6 =
𝜋/6

3
[

0.0000 + 4(0.2707) + 2(0.8897)

+4(0.6242) + 2(−0.9474)

+4(0.5402) + (−0.4303)

] 

 
 
   𝑆6 = 0.9067  
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R./  
       

∫ sin(𝑥2) 𝑑𝑥
𝜋

0

≈ 𝑆6 = 0.9067 

 

 
Tema 2: 15 puntos. 
 

a) Dibuje la representación gráfica de las curvas 𝑟 = 2 + 2 cos 𝜃 y 𝑟 =
8

4+cos𝜃
 

 

No 
 

Explicación 
 

Operatoria 

1. 
Para la gráfica de la curva 𝑟 = 2 + 2 cos 𝜃, se 
evalúa la función en valores contenidos en 0 ≤
𝜃 ≤ 2𝜋 

𝜃 2 + 2 cos 𝜃 
0 4 

𝜋/4 3.41 
2𝜋/4 2 
3𝜋/4 0.58 
4𝜋/4 0 
5𝜋/4 0.58 
6𝜋/4 2 
7𝜋/4 3.41 
8𝜋/4 4 

 

2. 

 
Se grafican los puntos en el plano de 
coordenadas polares. 
 

 
 

 
 
 

1 2 3 4

2

1

1

2
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3. 

 

Para la gráfica de la curva 𝑟 =
8

4+cos𝜃
, se 

evalúa la función en valores contenidos en 0 ≤
𝜃 ≤ 2𝜋 
 
 

𝜃 8

4 + cos 𝜃
 

0 1.6 
𝜋/4 1.69 
2𝜋/4 2 
3𝜋/4 2.42 
4𝜋/4 2.66 
5𝜋/4 2.42 
6𝜋/4 2 
7𝜋/4 1.69 
8𝜋/4 1.6 

 

 
4. 

 
Se grafican los puntos en el plano de 
coordenadas polares. 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2 1 1

2

1

1

2
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b) Plantee una integral para calcular el área de la región dentro de la curva 2 + 2 cos 𝜃 y fuera 
de la curva 8/4 + cos 𝜃 

No. Explicación Operatoria 

 
1. 

 
Se grafican ambas curvas en un plano 
para identificar el área a calcular. 

 

 
 

 
2. 

 
Se calculan lo puntos de intersección 
de ambas curvas para plantear la 
integral que calcule el área indicada. 

 
8

4 + cos 𝜃
= 2 + 2 cos 𝜃 

 
8 = (2 + 2 cos 𝜃)(4 + cos 𝜃) 

8 = 8 + 2 cos 𝜃 + 8 cos 𝜃 + 2𝑐𝑜𝑠2𝜃 
2𝑐𝑜𝑠2𝜃 + 10 cos 𝜃 = 0 
2 cos 𝜃 (cos 𝜃 + 5) = 0 

 
2 cos 𝜃 = 0 

𝜃 = cos−1 0 =
𝜋

2
,
3𝜋

2
 

 
cos 𝑡 = −5 

𝜃 = cos−1 −5 = ∄ 
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3. 

 
Se aplica la definición para el área en 
curvas polares. 
 

𝐴 =
1

2
∫ 𝑟(𝜃)2𝑑𝜃

𝑏

𝑎

 

 
El área sombreada, por simetría, es el 
área dentro de la curva 𝑟 = 2 +
2 cos 𝜃, en el intervalo 0 ≤ 𝜃 ≤ 𝜋/2, 
menos el área de la curva 𝑟 = 8/4 +
cos 𝜃 en el mismo intervalo. 
 

 
 

𝐴 = 2 ∗
1

2
∫ (2 + cos 𝜃)2𝑑𝜃

𝜋

2

0

− 2

∗
1

2
∫ (

8

4 + cos 𝜃
)
2

𝑑𝜃
𝜋/2

0

 

 
R./  
       

𝐴 = ∫ (2 + cos 𝜃)2𝑑𝜃

𝜋

2

0

− ∫ (
8

4 + cos 𝜃
)
2

𝑑𝜃
𝜋/2

0

 

 

 
Tema 3: 20 puntos 

a) Determine el radio y el intervalo de convergencia de la serie de potencias: 

∑
(−1)𝑛2𝑛+1(𝑥 − 2)𝑛

4𝑛

∞

𝑛=0

 

No. Explicación Operatoria 
 
1. 

 
Se aplica el criterio de la razón para 
determinar si la serie converge y su 
intervalo de convergencia. 
 

lim
𝑛→∞

|
𝑎𝑛+1

𝑎𝑛
| 

𝑆𝑒𝑎 
 

lim
𝑛→∞

|

(−1)𝑛+12𝑛+1+1(𝑥−2)𝑛+1

4𝑛+1

(−1)𝑛2𝑛+1(𝑥−2)𝑛

4𝑛

| 

 

= lim
𝑛→∞

|

(−1)(−1)𝑛2𝑛4(𝑥−2)𝑛(𝑥−2)

4∗4𝑛

(−1)𝑛2𝑛2(𝑥−2)𝑛

4𝑛

| 

 

= lim
𝑛→∞

|
(−1)(−1)𝑛2𝑛4(𝑥 − 2)𝑛(𝑥 − 2)4𝑛

4 ∗ 4𝑛(−1)𝑛2𝑛2(𝑥 − 2)𝑛
| 

 

= lim
𝑛→∞

|
−(𝑥 − 2)

2
| =

−(𝑥 − 2)

2
lim
𝑛→∞

1 
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𝐿𝑎 𝑠𝑒𝑟𝑖𝑒 𝑐𝑜𝑛𝑣𝑒𝑟𝑔𝑒 𝑠𝑖     |
−(𝑥 − 2)

2
| < 1 

 

−1 <
𝑥 − 2

2
< 1 

−2 < 𝑥 − 2 < 1 
−2 + 2 < 𝑥 < 2 + 2 

 
0 < 𝑥 < 4 

 

R./  
𝐿𝑎 𝑆𝑒𝑟𝑖𝑒 𝐶𝑜𝑛𝑣𝑒𝑟𝑔𝑒 

 
𝐼𝑛𝑡𝑒𝑟𝑣𝑎𝑙𝑜 𝑑𝑒 𝐶𝑜𝑛𝑣𝑒𝑟𝑔𝑒𝑛𝑐𝑖𝑎 → {0, 4} 

 

 
 
 
 

b) Encuentre una serie de Maclaurin para la función 𝑓(𝑥) = 𝑒−𝑥2
, construyendo primero la serie 

para la función 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥 

 

No. Explicación Operatoria 

 
1. 

 
Se calculan las derivadas y se evalúan en 
cero, ya que se trata de una serie de 
Maclaurin. 
 
Se aplica la definición de la serie de 
Maclaurin para la función dada. 
 

𝑓(𝑥) = ∑
𝑓𝑛(0)𝑥𝑛

𝑛!

∞

𝑛=0

=
𝑓(0)𝑥0

0!
+

𝑓′(0)𝑥1

1!

+
𝑓′′(0)𝑥2

2!
+ ⋯

𝑓𝑛(0)𝑥𝑛

𝑛
 

 
𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥     →     𝑓(0) = 1 
𝑓′(𝑥) = 𝑒𝑥    →    𝑓′(0) = 1 
𝑓′′(𝑥) = 𝑒𝑥    →    𝑓′′(0) = 1 
𝑓′′′(𝑥) = 𝑒𝑥   →   𝑓′′′(0) = 1 

 

𝑒𝑥 =
1𝑥0

0!
+

1𝑥1

1!
+

1𝑥2

2!

1𝑥3

3!
+ ⋯ 

 
 

𝑒𝑥 = ∑
𝑥𝑛

𝑛!

∞

𝑛=0

 

 
2. 

 
A partir de la serie de potencias para 𝑒𝑥, se 
hacen los arreglos para llegar a la función 

𝑒−𝑥2
. 

 
𝑥 → −𝑥 

 

𝑒−𝑥 = ∑
(−𝑥)

𝑛

𝑛!

∞

𝑛=0
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𝑥 → 𝑥2 

 

𝑒−𝑥2
= ∑

(−𝑥2)
𝑛

𝑛!

∞

𝑛=0

= ∑
(−1)𝑛𝑥

2𝑛

𝑛!

∞

𝑛=0

 

 
 

 
R./  

𝑒−𝑥2
= ∑

(−1)𝑛𝑥
2𝑛

𝑛!

∞

𝑛=0

 

 

 
 
 
 
Tema 4: 25 puntos 
 

a) Encuentre las ecuaciones paramétricas de la recta en donde se interesan los planos. (8 puntos) 

𝑥 + 2𝑦 − 𝑧 = 6     &     𝑥 − 𝑦 + 3𝑧 = −2 
 

No. Explicación Operatoria 

 
1. 
 

 
Se aplica el método de Gauss-Jordan para 
encontrar las ecuaciones de la recta de 
intersección de los planos dados. 
 
Se plantea la matriz aumentada con las dos 
ecuaciones de los planos. 
 
 

 

(
1 2 −1 6
1 −1 3 −2

) 

 
𝐹2 − 𝐹1 

(
1 2 −1 6
0 −3 4 −8

) 

 

𝐹2 → −
1

3
𝐹2 

(
1 2 −1 6
0 1 −4/3 8/3

) 

 
𝐹1 − 2𝐹2 

(
1 0 5/3 2/3
0 1 −4/3 8/3

) 

 
 

 
2.  

Se plantean las ecuaciones a partir de la matriz 
operada. 

 

 
𝐸𝑛 𝑙𝑎 𝑓𝑖𝑙𝑎 1 

 
𝑧 = 𝑡 
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𝑦 −
4

3
𝑡 =

8

3
 

 
𝐸𝑛 𝑙𝑎 𝑓𝑖𝑙𝑎 2 

 

𝑦 =
8

3
+

4

3
𝑡 

 

𝑥 +
5

3
𝑡 =

2

3
 

 

𝑥 =
2

3
−

5

3
𝑡 

 
 

 
 
 
 

 
R./      

 𝐸𝑐𝑢𝑎𝑐𝑖𝑜𝑛𝑒𝑠 𝑝𝑎𝑟𝑎𝑚é𝑡𝑟𝑖𝑐𝑎𝑠 𝑑𝑒 𝑙𝑎 𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎 𝑑𝑒 𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟𝑠𝑒𝑐𝑐𝑖ó𝑛 𝑑𝑒 𝑙𝑜𝑠 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑜𝑠: 
 

𝑥 =
2

3
+

5

3
𝑡 

 

𝑦 =
8

3
+

4

3
𝑡 

 
𝑧 = 0 + 𝑡 

 
 

b) Determine si las rectas se intersectan, si son paralelas a si son oblicuas. Si no se intersectan 

encuentre la distancia entre ellas. (8 puntos) 

𝑥 = 1 + 2𝑡,     𝑦 = 3 − 4𝑡,    𝑧 = −5 + 6𝑡    &    
𝑥 − 3

−1
=

𝑦 − 2

2
=

𝑧 − 1

−3
 

No. 
Explicación 
 

Operatoria 
 

 
1. 
 
 
 
 
 

 
Se comparan los vectores directores para 
determinar primero si son rectas paralelas. 
 

Para que 𝐴1
⃗⃗⃗⃗ //𝐴2

⃗⃗ ⃗⃗ , uno debe ser el múltiplo 
escalar del otro. 
 

 
𝑆𝑖 

𝐴1
⃗⃗⃗⃗ = 〈2,−4, 6〉 

𝐴2
⃗⃗ ⃗⃗ = 〈−1, 2, −3〉 
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𝐴1
⃗⃗⃗⃗ = 𝑘𝐴2

⃗⃗ ⃗⃗  
 

〈2,−4, 6〉 = 〈−𝑘, 2𝑘, −3𝑘〉 
 

2 = −𝑘  →  𝑘 = −2 
−4 = 2𝑘  →   𝑘 = −2 
6 = −3𝑘  →   𝑘 = −2 

 
𝑆𝑜𝑛 𝑝𝑎𝑟𝑎𝑙𝑒𝑙𝑜𝑠 

 

 
2. 

 
Las planos son paralelos, para encontrar la 
distancia entre los planos, encontramos la 
distancia de un punto del plano 𝑃2: 
 

𝑥 − 3

−1
=

𝑦 − 2

2
=

𝑧 − 1

−3
 

 
Al plano 𝑃1: 
 
𝑥 = 1 + 2𝑡,     𝑦 = 3 − 4𝑡,    𝑧 = −5 + 6𝑡     

 
Se dibuja el esquema para hallar la distancia. 
 

 
 
 

 
3. 

 
Se encuentra la distancia con el esquema 
planteado. 

 

𝑑 = 𝐶𝑜𝑚𝑝�⃗⃗� �⃗� =
�⃗� . �⃗⃗� 

|�⃗⃗� |
 

 

�⃗� = 𝑃2 − 𝑃1 = 〈1 − 3,3 − 2, −5 − 1〉 

�⃗� = 〈−2, 1, −6〉 
 

𝑑 = |
〈−2, 1, −6〉〈−1, 2, −3〉

√12 + 22 + 32
| = |

2 + 2 + 18

√14
| 

 

𝑑 =
22

√14
 

 
 

 

 

 

𝑑 

𝑃2(1,3,−5) 

𝑃1(3,2,1) 

𝑁 =⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗  〈−1,2, −3〉 
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R./  
 𝐿𝑜𝑠 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑜𝑠 𝑠𝑜𝑛 𝑝𝑎𝑟𝑎𝑙𝑒𝑙𝑜𝑠 

 

𝐷𝑖𝑠𝑡𝑎𝑛𝑐𝑖𝑎 𝑒𝑛𝑡𝑟𝑒 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑜𝑠 →   𝑑 =
22

√14
 

  
 
 
 
 
 

c) Grafique en 𝑅3 e identifique las superficies siguientes. (9 puntos) 

                        i)   𝑧 = 𝑟2         ii)    
𝑥2

9
−

𝑦2

4
+

𝑧2

9
= 1          iii)   𝜌 sin ∅ = 3 

 

 

 

No. 
Explicación 
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1. 
 
 
 
 
 

 
i) 𝑧 = 𝑟2 

 
Paraboloide Elíptico 

 
 
 
  

 
2. 

 

ii) 
𝑥2

9
−

𝑦2

4
+

𝑧2

9
= 1 

 
Hiperboloide Elíptico de una hoja 
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3. 

 

iii) 𝜌 sin∅ = 3 

 
Cilindro Circular 

 

 
 

 

Tema 5: 10 puntos. 

Encuentre la superficie de revolución que se obtiene al girar la región limitada por la curva 

 𝑦 =
1

4
𝑥4 +

1

8𝑥2  y las rectas 𝑥 = 1   &&   𝑥 = 2, alrededor del eje 𝑦.  

 

No. 
Explicación 
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1. 
 
 
 
 
 

 
Se grafican las trazas los ejes 𝑋, 𝑌 
para visualizar la superficie de 
revolución. 
 

 

 
 

 
2. 

 
Se traza el sólido de revolución 
correspondiente a la gráfica. 

 
 


