6.4 El producto vectorial

OBJETIVOS

e Calcular el producto vectorial de dos vectores.
e Calcular el area del paralelogramo formado por dos vectores.
e Calcular el triple producto escalar.

e Calcular el volumen del paralelepipedo formado por 3 vectores.

El producto vectorial

Sia=(a,ayay)yb =(b,by,by) son dos vectores en el espacio, el producto vectorial a x b es un vector
perpendicular a los vectores a y b y se obtiene de la forma siguiente

i j k
axb=|g a a4
b by b

(agbg — asby)i — (aybg — ashy)j + (a0, — ayb )k
= (aghy — azby, azh, — a, by, ayby — azb;)

Si los vectores a y b son paralelos el producto vectorial es igual al vector cero, de hecho, esta es una
forma de mostrar que dos vectores son paralelos

Si a xb = 0 entonces los vectores son paralelos.
Otra propiedad importante del producto vectorial es la siguiente
|a x b| = |a|[b|send

Esta propiedad se puede utilizar para calcular el angulo entre dos vectores o bien para calcular el
area del paralelogramo formado por dos vectores como se muestra en la figura siguiente

a/ ih=|alsend
(7
" >
El area del paralelogramo es
A =bh
= |b||a|send

= |a x b|
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Ejemplo 1: Producto vectorial

Dados los vectores
a=-4i+3j+k, b=05i-2j-5k

Calcule: i. axb ii. axa

Solucion

i. Utilizando el determinante de una matriz de 3 por 3 para calcular el producto vectorial

i j k
axb=|-4 3 1
5 -2 -5
= [(3)(=5) = ()(=2)]i = [(-4)(-5) - ()(B)]i + [(-4)(-2) - (3)(5)] k
=-13i -15j + Ok
= (—13,—15,0)
. ijk
axa=]-4 3 1
-4 3 1
=0
= (0,0,0)

Claramente el determinante es igual a cero ya que tiene dos filas iguales.
D

Ejemplo 2: Area del paralelogramo

Los puntos A(6,-2,6), B(3,2,7), C(6,0,0) y D(3,4,1) forman un paralelogramo. Calcule su area

Solucion

Para resolver este problema hay que calcular el vector que va del punto A al punto By
el vector que va del punto A al punto D. Una vez que tengamos los vectores se calcula
el producto vectorial y finalmente su médulo.

AB=B-A=(3-62-(-2),7-6)
=(-3,4,1)
AD=D-A=(3-6,4-(-2),1-86)
= (-3,6,-5)
El producto vectorial de los vectores es
i j k
-3 4 1
-3 6 -5
[(4)(=5) = (1)(6)]i = [(=3)(=5) = (1)(=3)]j + [(=3)(6) — (4)(-3)]k
~26i - 18j - 6k

El area del paralelogramo es el médulo del producto vectorial

ABx AC
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|[AB « AC| = (-26)2 + (-18)" + (-6’
=+~1036
= 24259

El triple producto escalar

Si a=(a,ay,a3) b=(b,by,b)y ¢ ={c,cy,c5)s0n tres vectores en el espacio, se define el triple

producto escalar de los tres vectores como

a4 Gy Qg
a-(bxe)=|b b, b
G C G

El triple producto escalar se puede utilizar para calcular el volumen del paralelepipedo que tiene
como aristas los vectores a = (@, ay,a5) b =(b,by,b;)y ¢ ={(c;,cy,¢c5), ya que el volumen estd dado

por el valor absoluto del triple producto escalar

V=la-(bxc)

z

Ejemplo 3: Volumen de un paralelepipedo

Utilice el triple producto escalar para encontrar el volumen del paralelepipedo que tiene como aristas los
vectores a = (-3,4,1), b =(-3,6,-5), ¢ =(5,2,8)

Solucion

El volumen del paralelepipedo esta dado por el valor absoluto del triple producto escalar
V=la-(bxc)

a ay, ag -3 4 1

b b, by=|-3 6 -5

c €y Cg 5 2 8

=3[(6)(8) - (-5)(2)] - (D[(=3)(8) = (=5)(B)] + W)[(-3)(2) - (6)(5)]

-3[48 +10] - (4)[-24 + 25] + (1)[-6 — 30]

-3(58) — 4(1) + (1)(-36)

-214

a-(bxc)

V=la-(bxc) =|-214
=214
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Ejercicios

1.
El vector éviene definido de la siguiente manera: 5’= /—l‘x l_;’, donde
A=<1,-42>y B=< 2,—1,0 >. Calcule coseno director que forma el

vector C' coneleje ” y”.

Respuesta:

2.

El vector A yace en el plano zyy el vector B se ubica sobre el eje z positivo como
se muestra en la figura. Sus magnitudes son respectivamente 2 y 3.

o]

>l

Encuentre AXB o j

Seleccione una:
O a. -3.00.

O b. 3.00.
O c. -1.50.
O d. 5.20.

O e. Ninguna de las otras opciones es correcta.
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Dados los vectores A =< 2,a,—4 >y B=< 0,2,2 >, el valor de la constante
a para que el vector resultante de A x B sea perpendicular al eje x es:

Seleccione una:

Oa.a=41
Ob.a=-4
Oca=-8

O d. Ninguna de las otras opciones es correcta.
Oea=0

4,
Los puntos A(6,9,5) B(5,7,2),C(0,3,2) y D(1,5,5) son los vértices del
paralelogramo ABCD. Encuentre el 4rea del paralelogramo.

Seleccione una:
O a 95

O b. 2,10

O ¢ Todas las otras respuestas son incorrectas.

O d. 54/10

Oe 35
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5.
Si el volumen de un paralelepipedo es area de la base por altura, encuentre la altura si la base del

paralelepipedo que se muestra es el paralelogramo que tiene como vértices (0, 0,0), (3,0,0), (0,5,1) y
6,5,10)

(50,5 (2,0,5) (556) (2,56)

(3,000 (0,00) (351) (0,51)

Seleccione una:
15
S
O b2
T V234
65

Clh—
V234

O d. Ninguna de las otras opciones es correcta.

65
Oe.ﬁ



