6.2 Vectores en el espacio

OBJETIVOS

e Calcular la suma resta y multiplicacidon por un numero de vectores.
e Obtener un vector que pasa por dos puntos.

e Calcular el médulo de un vector.

e Calcular el vector unitario de un vector.

e Expresar un vector en término de los vectores candnicos unitarios.

Vectores en el espacio

Un vector en el espacio, cuyo punto inicial es el origen y cuyo punto terminal es el punto P(q,,a5,a5) se
define como

a = (a;, ay,a3)
Las coordenadas a;, a, y a5, son llamadas componentes del vector a. Si el punto inicial y el punto
terminal estan en el origen, entonces a es el vector cero o vector nulo y se representa como 0 = (O, 0, 0).

La siguiente figura muestra la representacién grafica un vector con punto inicial en el origen y punto
terminal en el punto P(a,,a,,a;)

:P(alyazyag)

.....

Operaciones con vectores

En esta seccién de definen las operaciones de suma de vectores, multiplicacién por un escalar y resta de
vectores.

Suma de vectores
Sia=(a,aya;) yb=(b,b,,by) son dos vectores de R?, se define la suma como
a+b =(a,ay, a5)+(b,by, b5) = (0 + by, ay + by, a5 +by)

Geométricamente la suma de los vectores es un vector que tiene punto inicial en el vector a y punto
terminal en el vector b
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Multiplicacion por un escalar
Si a = (@, a,,as) esun vector de R?y ¢ es un niimero real (llamado escalar), se define la multiplicacién
de un vector por un escalar como
ca = c{ay, ay, ay) = cca,c ay, cay)
Geométricamente la multiplicacién por un escalar modifica la longitud del vector a, alargandolo si

¢ > 0 ycomprimiéndolosi 0 < ¢ <1. Cuando ¢ < 0O el sentido del vector se invierte. La siguiente figura
muestra el efecto de multiplicar un vector por un escalar

ca

\
\1

Resta de vectores

Sia={a,ay,a;) y b=(b,by,by) son dos vectores de R?, se define la resta de vectores como
a-b=a+(b)=(a,a5 a5+ (b, —by,~bs) =(ay — b, a, — by, a5 —by)

La figura muestra la interpretaciéon geométrica de la resta de vectores

Ejemplo 1: Operaciones con vectores

Dados los vectores
a= (—4,3,1), b = (5,0,—3), c = (5,—2,—5),
Calcule: 1. 2a+3b i. 2a - 3b 1i. 4c +3a-2b

Solucion

i.  Primero se multiplica por el escalar y luego se realiza la suma
2a + 3b = 2(-4,3,1) + 3(5,0,-3) = (-8,6,2) + (15,0,-9)
= (7,6,-7)
ii. Se procede de forma similar al inciso anterior solo que ahora se restan los vectores
2a — 3b = 2(-4,3,1) - 3(5,0,-3) = (-8,6,2) — (15,0,-9)
= (-23,6,11)
iii. Procediendo de forma similar
4c + 3a — 2b = 4(5,-2,-5) + 3(-4,3,1) — 2(5,0,-3)
= (20,-8,-20) + (-12,9,3) + (-10,0,6)
=(-2,1,-11)



UNIDAD 6: Vectores y geometria del espacio 6.2 Vectores en el espacio 3

Vector entre dos puntos

Si P(x,5,2) ¥ Q(x4,¥5,2,) son dos puntos en el espacio, el vector v que va del punto P al punto @ esta
dado por
v=PQ=Q-P=(x, - x,¥ ~ 1,2 —2)

La definicién anterior es muy simple, pero de gran utilidad en la solucién de problemas de rectas y
planos en el espacio ya que permite encontrar un vector conocidos dos puntos de una recta o bien si se
conocen dos puntos de un plano.

Ejemplo 2: Vector entre dos puntos

Encuentre el vector que va del punto A(4,5,-2) al punto B(-4,2,1). Dibuje su grafica

Solucion

El vector esta dado por

v=AB=B-A=(-4-42-51-(-2)

= (-8,-3,3)
En la figura se muestran los dos puntos y el vector en el espacio
z
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A(4757_2)

Longitud o magnitud de un vector

Si a = (a;, ay,a;) esun vector de R?, entonces la longitud o magnitud del vector estd dada por

lal = Ja® + a,* + ag®

La longitud de un vector se expresa en unidades lineales, tales como metros, pies, centimetros, etc.
Dependiendo del sistema de medicién que se esté utilizando.
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Vector unitario

Si a es un vector distinto de cero, entonces un vector unitario en la misma direccién de a esta dado por

a _ (al,az,a3>

a a? +a,? +ay

2

Vectores unitarios candnicos

Los vectores unitarios (1,0, 0), (0,1,0) y (0,0,1) se llaman vectores unitarios candnicos o estdndar y se
representan como
i=(10,0), j =(0,1,0) y k =(0,0,1)
Cualquier vector puede representarse como una suma de los vectores unitarios canénicos
a = (a,0a,,0a;) = ¢,(1,0,0) + a,(0,1,0) + a5 (0,0,1)

= qi+ayj +ak

Ejemplo 3: Calculando un vector unitario

Dado el vector v = 2i —4j+ k.

a. Encuentre la longitud del vector v
b. Encuentre un vector unitario en la direcciéon de v

Solucion

a. lalongitud del vector es

[v] = Y2 + v,? + vy?
=N©@? + (4?2 + (-1)? =4 +16+1

=21
b. un vector unitario en la direccién de v es
v _ (v, vy, v3)
Vot o v
_(2-4,-1)
N

(&%)
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Aplicaciones de los vectores
. ___________________________________________________________________________________________________________________]

Los vectores en el plano tienen muchas aplicaciones en fisica y en mecanica. El siguiente ejemplo ilustra
una aplicacién de los vectores en los problemas de equilibrio de cuerpos

Ejemplo 4: Equilibrio de cuerpos

La figura muestra un objeto que pesa 200 libras y que esta sostenido por dos cables Ay B.
a. Exprese la tensidén en cada cable en términos de los vectores unitarios iy j.
b. Utilice operaciones con vectores para determinar la tensién en cada cable.

Solucion

a. Como se observa el sistema esta formado por 3 fuerzas, las dos tensiones Ay By el peso
del objeto que llamaremos W. EIl siguiente diagrama de vectores muestra las tres
fuerzas que actuan sobre el sistema

60° 40°

Las componentes del vector A son

A, = —-Acos60°= —%A A, = Asen60°= %A

Las componentes del vector B son
B, = Bcos40°=0.766B B, = Bsen40°= 0.643B

Las componentes del vector W son
W, =0 W, =-200
Los tres vectores se pueden expresar en términos de los vectores canénicos como sigue
A = -0.5A4i + 0.866Aj
B =0.766Bi + 0.643Bj
W = -200j

b. Como el sistema esté en equilibrio, la suma de vectores es igual acero
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A+B+W=0
(-0.5Ai + 0.866A4j) + (0.766Bi + 0.643Bj) + (-200j) = 0i + 0j

Igualando las componentes en cada eje se obtiene un sistema de ecuaciones, que al
resolverlo nos da los valores de las tensiones A y B.

-0.564 +0.766B =0
0.866A + 0.643B -200 =0

Despejando B en términos de A

_ 054
0.766

Sustituyendo en la segunda ecuacién y despejando la tension A
0.866A + 0.643(0.6534) - 200 =0

0.866A4 + 0.420A = 200

= 0.65634

1.286A = 200
A =155.552
B =0.653A4 = 0.653(155.552)

=101.576
De donde la tension en el cable A es de 155.55 1b y en el cable B es de 101.58 1b



