
    6.2    El sistema de coordenadas en R3 

OBJETIVOS 

 Dibujar puntos en un sistema de coordenadas tridimensionales. 

 Calcular distancias y punto medio usando la fórmula de distancia y la fórmula del punto medio. 

 Encontrar la ecuación y dibujar la gráfica de una esfera. 

Coordenadas en el espacio 

Un sistema de coordenadas tridimensionales esta formado por tres ejes de coordenadas, el eje x, el eje y y  

El eje z.  Los ejes x y y forman el plano en dos dimensiones ya conocido y estudiado en los cursos anteriores.  

El eje z es perpendicular al plano xy, como se muestra figura donde solo se indican los ejes positivos. 

x

y

z

 

 Observe que los ejes x y y forman el plano xy el cual es horizontal, los ejes x y z forman el plano xz y 

los ejes y y z forman el palo yz.  Los tres planos coordenados son perpendiculares entre si y se intersecan 

en el origen del sistema de coordenadas. 

 Un punto en el sistema de coordenadas tridimensionales se representa como ( , , )P x y z donde x es la 

distancia del plano yz al punto P, y es la distancia del plano xy al P y z es la distancia del plano xy al punto 

P. 

Ejemplo 1:  Graficando puntos en el espacio 

Dibuje los puntos siguientes en un sistema de coordenadas tridimensionales   

( 4,0,0), (2, 5,4), (4,5, 2), (1,0,6), ( 4,2,1)A B C D E      

Solución 

Para dibujar un punto en tres dimensiones primero se trazan las coordenadas en el 

plano xy y luego se traza la coordenada z hacia arriba si es positiva o hacia abajo si la 

coordenada z es negativa.  Si la coordenada z es cero el punto esta en el plano xy.  En 

la figura siguiente se muestra el dibujo de los cinco puntos requeridos. 
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UNIDAD 6: Vectores y geometría del espacio 6.1 Sistema de coordenadas tridimensionales 
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( 4,0,0)A 

(2, 5,4)B 

(1,0,6)D

(4,5, 2)C 

( 4,2,1)E 

 

Formula de distancia y punto medio 

Las fórmulas de distancia y de punto medio que ya se han utilizado el en plano coordenado, se pueden 

generalizar para el espacio de tres dimensiones 

Formula de distancia 

Si 0 0 0( , , )P x y z  y 1 1 1( , , )Q x y z  son dos puntos en el espacio, la distancia entre ellos está dada por 

2 2 2
1 0 1 0 1 0( ) ( ) ( )d x x y y z z        

Formula del punto medio 

Si 0 0 0( , , )P x y z  y 1 1 1( , , )Q x y z  son dos puntos en el espacio, el punto medio entre P y Q tiene coordenadas 

1 0 1 0 1 0, ,
2 2 2

M

x x y y z z
P

     
 

  

Ejemplo 2:  Distancia y punto medio 

Determine la distancia y el punto medio de los puntos dados  

(2, 5,4), (4,5, 2)A B    

Solución 

La distancia está dada por 

2 2 2 2 2 2
1 0 1 0 1 0( ) ( ) ( ) (4 2) (5 ( 5)) ( 2 2)

4 100 16 120

2 30

d x x y y z z             

   



 

El punto medio es 

 

1 0 1 0 1 0 4 ( 2)2 4 5 5
, , , ,

2 2 2 2 2 2

3,0,1

M

x x y y z z
P
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UNIDAD 6: Vectores y geometría del espacio 6.1 Sistema de coordenadas tridimensionales 

Ecuación de la esfera 

La ecuación de la esfera, con centro en el punto ( , , )C h k l y radio r está dada por 

2 2 2 2( ) ( ) ( )x h y k z l r        

 Para el caso particular en donde el centro de la esfera está en el origen, la ecuación se reduce a 

2 2 2 2x y z r    

x

y

z

 

Ejemplo 3:  Ecuación de la esfera 

Encuentre el centro, el radio y dibuje la gráfica de la esfera cuya ecuación es 

2 2 24 4 4 24 4 8 23 0x y z x y z         

Solución 

Como se hace para la ecuación de un círculo en el plano, hay que agrupar términos y 

completar un trinomio cuadrado perfecto para cada variable 

 
 
 

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2
2 2

2
2 2

(4 24 ) (4 4 ) (4 8 ) 23

4( 6 ) 4( ) 4( 2 ) 23

1
4( 6 9) 4 4( 2 1) 23 36 1 4

4

1
4( 2) 4 4( 1) 64

2

1
( 2) ( 1) 16

2

x x y y z z

x x y y z z

x x y y z z

x y z

x y z

     

     

           

     

     

 

Es una esfera de radio 4 y centro en el punto  1
2, , 1

2
C    

La gráfica de la esfera se muestra en la siguiente figura 
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UNIDAD 6: Vectores y geometría del espacio 6.1 Sistema de coordenadas tridimensionales 

 

Ejemplo 4:  Ecuación de la esfera 

Encuentre la ecuación de la esfera que tiene como puntos (1,0,6) y ( 4,2,1)A B   como extremos de un 

diámetro 

Solución 

El centro de la esfera se encuentra en el punto medio de los puntos dados 

 

1 0 1 0 1 0( , , ) , ,
2 2 2

1 ( 4) 0 2 6 1
, ,

2 2 2

3 7
,1,

2 2

x x y y z z
C h k l

     
 

      
 

 

 

La distancia entre los dos puntos dados es el diámetro de la esfera, al dividir el diámetro 

entre 2 se calcula el radio 

2 2 2
1 0 1 0 1 0

2 2 2

1
( ) ( ) ( )

2 2

1
( 4 1) (2 0) (1 6)

2

1 1
25 4 25 54

2 2

3 6

2

d
r x x y y z z

r

      

      

   



 

Entonces la ecuación de la esfera es 

   

2 2 2 2

22 2
2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

( ) ( ) ( )

3 7 3 6
( 1)

2 2 2

9(6)9 49
3 2 1 7

4 4 4

4 12 9 4 8 4 4 28 49 54

4 4 4 12 8 28 8 0

x h y k z l r

x y z

x x y y z z

x x y y z z

x y z x y z
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UNIDAD 6: Vectores y geometría del espacio 6.1 Sistema de coordenadas tridimensionales 

Ejercicios 

1. 

 

2. 

 

3. 

 

4. 
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UNIDAD 6: Vectores y geometría del espacio 6.1 Sistema de coordenadas tridimensionales 

5. 

 

6. 

 

7. 

 

 

 

 

 


