5.8 Funciones como series de potencias

OBJETIVOS

e Expresar una funcién como una serie de potencias y encontrar su intervalo de convergencia.

e Derivar e integrar una serie de potencias para obtener la derivada o la integral de la funcién.

Muchas funciones algebraicas y trascendentes se pueden representar utilizando una serie de potencias
como muestra en esta seccién

Funciones como series de potencias

La serie geométrica se puede escribir en la forma

o0

o0
Zar" :Zx” =l+x+x2+x3 +- "

n=0 n=0

donde @ =1 y r = x. Esta serie es convergente si |x| <1 .

El valor al cual converge la seriees S = 1 a - %, por lo tanto
-r -x
11 :Zx” =l+x+x2+x3 4+ +x"si-1<x<1
-x
n=0

Utilizando la serie anterior como base se puede encontrar el desarrollo en series de potencias para
otras funciones como se ilustra en el siguiente ejemplo

Ejemplo 1: Obtener la serie de potencias para una funcion

Obtenga una representacion en series de potencias para la funcién y obtenga intervalo de convergencia

1
flx) =
6+x
Solucién

Para utilizar la serie base,

o0

1 _ Ex” =l+x+x2+x3 4+ +x"si-1<x<1
1-x
n=0
. ., 1 .
es necesario expresar la funcién en la forma , realizando algunas
+x 1-r
operaciones algebraicas
1 1 1

]

Ahora podemos expresar la funcién como una serie con r = 5
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Ejemplo 2: Obtener la serie de potencias para una funcion

1 1

]
5] - 13

d (1) %"

66"
n=0
1 _ « (_1)nxn
6+x & 67!
1 _1_x , x* &

= +
6+x 6 36 216 1296

Como es una serie geométrica, esta converge para |r| <1 ,esdecir

<1

1<-%X <1

-6<-x<6
6>x>-6

El intervalo de convergencia es (—6,6)
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Obtenga una representacién en series de potencias, el intervalo de convergencia para la funcién y obtenga

los primeros cuatro términos de la serie

Solucion

fx) =

Para utilizar la serie base,

o0
1 :Zx” =l+x+x2+x3 +-+x"si-1l<x<1

1-x
n=0

1
en la forma ,
4+ x 1-r
3

es necesario expresar la funcién

operaciones algebraicas y luego multiplicarla por x

realizando algunas

x3 3 1 .3 1 _ x? 1
4+ 2 _x .m_x .—2_1.—2
x X 4[1_(_x H 1_(_x )
4 4

EICIEI Y =
) x2n+3

23 l)n 2n ( Dx
T Z gn+l

Ms



UNIDAD 5: Sucesiones y series 5.8 Funciones como series de potencias 3

Observe que para la sumatoria la variable es n, por lo que x actiia como una constante
que puede salir y entrar a la sumatoria.

Para encontrar el intervalo de convergencia hay que resolver la desigualdad
Ir <1

—x?
4

<1

|x2| <4
-4 <x? <4
-2<x <2
Por lo que el intervalo de convergencia es (—2,2).
Desarrollando los primeros cuatro términos de la serie

1 1 x%2  x* x5

1+x 4 16 64 256

Derivacion e integracion de series de potencias

Si la funcién definida por la serie de potencias
fx) =cy +e(x—a)+c(x—a)? +cg(x —a)? +-- = ch(x —a)"
n=0

tiene radio de convergencia R > 0, entonces se puede derivar e integrar. Su derivada e integral estan
se obtienen derivando o integrando cada término de la serie. Como la serie es un polinomio su derivada e
integral es muy facil de calcular

fl(x) = ¢ + 2¢5(x — a) + 3cy(x — a)? + 4ey(x —a)® +-- = chn(x —a)*!
n=1

o0

(x - a)? (x —a)? (x —a)t Z ¢, (x — a)"*!

C+cylx—a)+c + ¢ +¢q o=
n+1

I flx)dz 2 3 4

Las férmulas anteriores se suelen escribir en la forma

d|N W _Nd "
E[ch(x -a) ] = ZE[C”(X -a) ]

n=0

J[;W - a)”]dx - gj[c"(x —ay]

Las derivadas e integrales de series de potencias permiten obtener el desarrollo en series de potencias
de otras funciones, integrando o derivando la funcién

o0
1 :1+x+x2+x3+---:Zx”
~=

1-x
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Al derivar a ambos lados la ecuacién anterior se tiene

a1 -4 2 34..4]=24 N n
dx[l—x} dx[1+x+x +x° + +] dx[Zx]

1
(1-x)

=1+2x+3x%2 +4x3 +--- = Y nx"1 = E(n+1)x"
n=1 n=0
Mientras que si integramos la serie tenemos

f 1 dxzju+x+x2+ﬁ4~quzjlwxﬂdx

1-x
n=0

2 3 4 i n+l n
-1In(1 - =C + +x_+x_+x_+...zc+ X =C + X
n(l-2) = Crx v v im e )3 2

Multiplicando ambos lados por -1 se tiene

Para determinar el valor de la constante C se evaltia ambos lados para x = 0, de donde se obtiene

Ind-0=Cc-0-Q2_©° O

2 3 4
0==C
Con lo cual el desarrollo en series para la funcién In(1 —x) es
2 3 2 on
InQ-x)=-x-X -2 .- _H)'X x| <1
1-x) s le L

Ejemplo 3: Integral de una serie de potencias

a. Obtenga una serie de potencias para la funcién
1
(x) =
! 1+ x2
b. Integre la serie anterior para obtener una serie de potencias para la funcién tan™'x .
c. Utilice los primeros 5 términos de la serie anterior para aproximar el valor de la integral tan=1(0.25)
Solucion

a. Para utilizar la serie base,
o0

11 = Ex”=1+x+x2+x3+m+x" si-l<x<1
—x

n=0

. ., 1 1
es necesario expresar la funcién en la forma 1 ,

1+x -r

11
1+x2  1-(-x?)

o0

— Z(_x2 )n — i(_l)nxQn
n=0

n=0
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5.8 Funciones como series de potencias 5
Observe que para la sumatoria la variable es n, por lo que x actia como una constante
que puede salir y entrar a la sumatoria.
Para encontrar el intervalo de convergencia hay que resolver la desigualdad
Ir| <1
|—x2| <1
|x2| <1
-1<x?<1

-1<x<1
Por lo que el intervalo de convergencia es (—1,1).

Algunos términos de la serie anterior son los siguientes

1

o0
=1-x2+x*—x0 +x8—... =) (-Dx?
1+ x2
n=0

Al integrar la serie con respecto a x se tiene

J.l +1x2 dx = J.(l —x? +x* —x8 +x8 - )dx - J.[;(_an%]dx

3 5 7 9
tanl(x) = C+x -2 4+ X _X

x i x2n+l
-t =—— ... =C+ -1
3 5 7 9 ;< ) 2n +1
Para hallar el valor de la constante se sabe que, tan~'(0) = 0.
3 5 7 9
0=Ctrx-9 ;0 0,0
3 5 7 9
CcC=0
La serie para la funcién tangente inversa es entonces
3 5 7 9 ~ 2n+1
tanl(x) = x -2 4L X X —n X
) 3 5 7 9 ;( ) 2n +1
c.

Al usar los primeros 5 términos para evaluar tan~1(0.25)

tan-1(0.25) = (0.25) - (0.25)3 . (0.?55)5 _(0.25)  (0.25)°

7 9
~ 0.24498

Al obtener el valor exacto utilizando una calculadora cientifica da 0.24498

Ejercicios
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1.
Encuentre una representacion como serie de potencias centrada en cero para la
funcion
1

fl@) = ——
12—z

Seleccione una:

o0 n n
=il

n+1
0 12

O b. Ninguna de las otras es correcta

O c Z%—{—l
=0

(e} (w)n
Od X

O e 201‘2%

o0 (m)n
O f. ngﬂ 12"+1

2.
Encuentre una representacion como serie de potencias centrada en cero para la funcion
1
f(z) =
6+

Seleccione una:

Oa Y LU 4y

n
n=0 6

O b. Ninguna de las otras es correcta

=0 6" +1
o0 zn
O € Z 6n+1
n=0
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3.

Encuentre la serie de Maclaurin para la funcién

4
— 2z

fz) =

Seleccione una:

O a. Ninguna de las otras opciones es correcta.

O b. Z;:O:O( 1)n22n+2 x2n

n—192n+1 _z2ntl
o e )

O d 2 (~1)rHigh 2L

(2n+1)!

O e. ZZO:O(_]_)ann—Hmn
4,

Encuentre la serie de Maclaurin para

e — 125

Seleccione una:

2n+1
O a. ZZO:O( l)n 152n+1 (:c+1)'

O b. Z ( )n+25n+3wn

O c. Ninguna de las otras opciones es correcta.
2 2n

@ ol (e e

00 n m :1:2"+1
O e Zn:O( 1) 15 (2n+1)!

1+ 5z
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5.
Obtenga una serie centrada en @ = —2 que represente a la funcion
3
=
/(@) z+6

Seleccione una:

O a f(z) = o2, (-1 i (e — 2)
O b. f(z) = T2 (-1 s (@ +2)"
O c f(@) = Lo (-1)"px (= +2)"
O d. NINGUNA OPCION ES CORRECTA
O e flz) = Yo g (@ —2)"

Determine un polinomio de Maclaurin de grado 4 para aproximar la funcién
f(@) = In(1 + o)

luego utilice este polinomio para calcular la integral

1
/ In(1 + 322)dz
0

Responda usando dos decimales.

Respuesta:



