5.7 Series de potencias

OBJETIVOS

o Establecer si una serie de potencias es convergente o divergente.
e Encontrar el intervalo de convergencia de una serie de potencias.

e Analizar si una serie de potencias es convergente en los extremos del intervalo.

En esta seccién se construye una serie en términos de x. Esta serie se utiliza para construir un polinomio
infinito, que més adelante sera utilizado representar funciones trascendentes.

Series de potencias

Una serie de la forma

o0

n o _ 2 3 n

a,x" = qy + QX + AX? + aAgX° + o+ @, X" + -
n=0

donde a, es una expresion en términos de n y x es una constante, recibe el nombre de serie de potencias.

En forma mas general, la serie

o0
Zan(x —o)" =qy +a(x —¢) +ay(x —c)? +ag(x—c) +-+a,(x—c) +-
n=0
se dice que es una serie de potencias con centro en c .

Una serie de potencias puede interpretarse como una funcién, definida como

0

f@) =Y a,(x—o"

n=0

en donde el dominio de esta funcién esta dado por todos los valores de x para los cuales la serie converge.
Para determinar el dominio de una serie de potencias es necesario analizar su convergencia, utilizando el
criterio del cociente.

Cuando se analiza la convergencia de una serie de potencias se utiliza el teorema siguiente

Teorema
Para una serie de potencias con centro en ¢, ocurre una y sol una de las afirmaciones siguientes.
1. La serie converge s6lo solo para x = c.
2. Existe un nimero positivo R tal que la serie converge cuando |x - c| < R, ydiverge cuando

|x - c| > R. Elntmero R sellama radio de convergencia.

3. La serie es convergente para todo nimero x.

Si la serie converge sélo cuando x = ¢, el radio de convergencia es R = 0. Si la serie converge
para todo real x el radio de convergenciaes R = o ,y el dominio de la funcién es (—o0,0). Sila serie
converge para un numero R, el dominio de la funciéon puede ser alguno de los intervalo siguientes

(c-R,c+R), [c = R,c + R) (c-R,c+ R], [c = R,c + R]

La convergencia en los extremos del intervalo debe analizarse por separado, para cada numero,
utilizando los criterios generales de series.
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Ejemplo 1: Andlisis de serie de potencias

Determine el radio de convergencia y el intervalo de convergencia de la serie de potencias
o0
Z 3" x"
(n +1)?
n=0

Solucion

Primero se utiliza el criterio del para analizar la convergencia

3n+1xn+1
lim | %es1| i |1+ D?
n—o an n—o 3" x™
(n +1)2
~ lim 3n+1xn+1(n + 1)2|

now| 3nxt(n +2)% |
Y/ PV ) 2
:limg 8xx(n+1)|
now|  3xt(n+2)% |

2
— lim 3x(n +1)
n—w| (n + 2)?

Observe ahora que la variable del limite es n, por lo que x se toma como una constante
y se puede sacar afuera del limite

Qi1

(n+1)2
(n + 2)2

lim = [3x|lim
n—o| @, n—w

Ahora se calcula el limite, utilizando las propiedades de los limites, para este problema
el limite tiene valor de 1.

2
lim [ 2241 = |3y 1im |25 1
n>w| a, n—o|(n + 2)2
= [3x| (1)
o

Por el criterio del cociente, la serie es convergente si |3x| <1, estoes

3|x| <1
o < L
3

Por lo tanto, el radio de convergenciaes R = % y el intervalo abierto de convergencia

es
Lol
3
Ahora debe analizarse la convergencia en los extremos del intervalo, es decir cuando
x = 1 y cuando x = —l.
3 3

Este andlisis se hace en forma independiente para cada valor.
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Para x = % se tiene

oy
Z:(n +1)? Z(n +1)? Z:(n +1)?

Esta serie es convergente por el criterio de la integral o bien por el criterio de
comparacioén al compararla con una serie P, p = 2 > 1, por lo tanto es convergente.

Para x = —% se tiene

v (5]
="
Z(n +1)2 Z (n +1)? Z:(n+1)2

-1

tiene valores positivos y decrecientes
(n +1)?

que es una serie alternante. Como b,

y ademas

m;
n—wo(n + 1)

La serie es convergente. Por lo tanto, el intervalo de convergencia es:
1 <x < l.
3 3

Ejemplo 2: Anailisis de serie de potencias

Determine el radio de convergencia y el intervalo de convergencia de la serie de potencias
0
(x + 3)"5"

n32n
n=1

Solucion

Se utiliza criterio del cociente para analizar la convergencia
(x + 3)(n+1)5(n+1)
(I’L + 1)32(n+1)
Cnom|  (x +3)"5" ‘

n32n

(x + 3)(n+1)5(n+1) . ng2n | T | (x + 3)(n+l) .5(n+l) L4920 |
= 1m
now|(n + 132D . (x + 3)"5" | now|(x + 8)" -5 - (n + 1) - 32+2|

5(x + 3)n
n—»|32(n + 1)

_ |5+ B 4 ||
9 n~>00|n+1|

_|5(x + 3)
ol @

5(x + 3)
9

I
5.
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5(x + 3)

Por el criterio del cociente, la serie es convergente si <1 estoessi

|x+3|<2
5

Por lo que el radio de convergencia es R = % y el intervalo de convergencia es

—2<x+3<2
5 5
—2—3<x<2—3
5

.

5 5

Se deja al estudiante que analice la convergencia en los extremos del intervalo abierto
para determinar el intervalo final.
Solo falta analizar la convergencia en los extremos del intervalo.

Six:—§
5

i(x £ 35" _ i(‘g w3) i(g)
— n32n — n32n — n32n

gnyn _ - 32n5n

5n32n — n5n32n

n=1
n
n=1
Que es una serie P,con p = 1. Como p no es mayor que 1, la serie es divergente.
x=-24
5
24 " 9
R ke K o Kk
n32n = Z n32n Z n32n
n=1 n=1 n=1
N 5n32n Z n5n32n
n=1
n=1

. 1 . .
Que es una serie alternante con valores de b, = = , decrecientes cuando n tiende al
n

e .1 .
infinitoy lim = = 0. Entonces la serie es convergente.
n—owon

El intervalo de convergencia es
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Ejemplo 3: Analisis de serie de potencias

Determine el radio de convergencia y el intervalo de convergencia de la serie de potencias

i (_1)n+1 3n (x + 2)2n
n=1

(n!)?
Solucion
Antes de comenzar es conveniente recordar la definicion de factorial de un nimero
n!'=1-2-3-4-...-n
n+1H!'=1-2-3-4-...-n-(n+1) =nl(n+1)
n+2!'=1-2-34-...-.n-n+1)(n+2)=n!(n+1)(n+2)
Utilizando el criterio del cociente para analizar la convergencia.
(_1)(n+1)+1 gn+l (x - 2)2(n+1)
2
lim [ 2241 = Jim ((n+ DY)
n—o| a, n—ow (—1)’”13”(35 — 2)2n
(n)?
_1\(n+1)+19n+1 _ 9\2(n+1) (4, 112
g[GO = 2 D
n%| (~1)187(x — 220 ((n + DY |
T (_1)n+23n+1(x _ 2)2'”2(71!)(71!) |
| (=1)"18% (x — 202 (n + 1)!(n + 1)!|
i [CD3G - 22D ()|
| (n!)(n + 1) (n!)(n +1)|
= |—3(x - 2)2|1im 1
n-o|(n+1)(n + 1)
= |-3(x - 2)%|(0)
=0
Como el limite esiguala 0y 0 < 1. Esto nos indica que la serie converge para cualquier
valor de x, es decir que el radio de convergencia es infinito y el intervalo de convergencia
es
(—o0,%0)
D
Ejercicios
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1.

Determine el extremo izquierdo del intervalo abierto de convergencia de la serie:

St
n—1 7"
Respuesta:
2.
Dada la serie
(o) IB o 2)2n

Z 2"ln( )

n=

si se sabe que es convergente, determine el extremo derecho del intervalo abierto

de convergencia

Respuesta:

Determine el intervalo y radio de convergencia de la serie.

n

> z—3
> rn
n=1

Seleccione una:

Oal:(3,3),R=1
O b.I:(Z,2),R=21

O c. Ninguna de las otras es correcta.

OdI:(3%),R=2

O el:(34),R=5

5.7 Series de potencias 6
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4.

Determine el intervalo y radio de convergencia de la serie.

Sy et
=] 2371.

Seleccione una:

Oal:(-%1),R=23

O b.I:(%,%),Rz%.

Ocl:(-%,-3),R=3.

O dI:(-3,2),R=

(1[5

O e

Ninguna de las otras es correcta.

Determine el intervalo y radio de convergencia de la serie

o0 327?,

> (3)

n—1

Seleccione una:

O a. Ninguna de las otras es correcta

Ob. I:(-%2)p=2
Oc I:(-5,5)R=5
Od I:(-%,
8
g?

9
shR=
Oe I:(-%,3),R=

©|o ool



