5.3 El criterio de la integral

OBJETIVOS

e Utilizar el criterio de la integral para calcular la convergencia o divergencia de series que
tienen una féormula integrable.

e Identificar una serie P y utilizar su criterio para establecer si converge o diverge.

e Estimar la suma de una serie utilizando integracion.

El criterio de la integral

Considere la serie
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es posible interpretar esta serie como la suma de areas de rectangulos de base 1 y altura l. La figura
n

siguiente ilustra esta situacién

1.0

y

08T
0.6 T
04T
02T

0.0 l

0 1 2 3 4 5 6 7 8

X

© o0
La figura anterior muestra que la suma Zl es menor que 1+ J. ldx. Esto sugiere que, si la
o n 1 X
integral impropia es convergente, entonces la serie debe ser convergente. El teorema siguiente utiliza el
hecho anterior para establecer cuando una serie es convergente o divergente.

El criterio de la integral
Suponga que f es una funcién continua, positiva y decreciente en el intervalo [1,0) ysea a, = f(n).

0

1. Si J. f(x)dx es convergente, entonces Zan es convergente.
! n=1
0 9]
2. Si J f(x)dx es divergente, entonces Zan es divergente.
1
n=1

Este criterio solo nos sirve para establecer si la serie es convergente o divergente, el hecho de que
calculemos el valor de la integral impropia no significa que la serie converja a ese mismo valor, es decir
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gan - ij(x)dx

El criterio de la integral es muy tutil para calcular la convergencia de series que estan definidas por
funciones que se pueden integrar. Para series definidas por expresiones no integrables es necesario
utilizar otros criterios.

Ejemplo 1: Usando el criterio de la integral

Utilice el criterio de la integral para determinar si la serie es convergente o divergente

o1
Zn2+1

n=1

Solucion

1
x2 +1

La funcién asociada es f(x) = , Esta funcién es positiva en el intervalo [1,),

ahora calculemos la derivada para establecer si es decreciente en ese intervalo

f@ = D) - —=

x2 +1 (x2 + 1)2

Como la derivada es negativa para todo nimero mayor que 1, se tiene que la funcién es
decreciente en [1,0) y se puede aplicar el criterio de la integral.

! TN |
dx = lim dx
1x2+1 tood 142 +1

. T .
Como la integral converge a =, se concluye que la serie es convergente.

Ejemplo 2: Usando el criterio de la integral

Utilice el criterio de la integral para determinar si la serie es convergente o divergente
o0
Inn
2 I n2
n=1

Solucion

Para aplicar formalmente el criterio, la funcién debe ser decreciente y positiva en el
intervalo [1,0). Calculando la primera derivada de la funcién
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La funcidén es positiva y decreciente para nimeros mayores que 2.
Al observar la serie, parece ser que se puede integrar utilizando integracion por partes.
Inx ‘In
I —=dx = lim — dx
t—0

Utilizando integracién por partes, para calcular la 1ntegral

u=Inx dv = %dx = x2dx
x
du = Ldx x! 1
X V=——= ——
-1 X
Entonces
Iln—zx dx = (1nx)(—l) - I(—l)l dx
x X x/)x
_ _Inx Ix‘Z dx
x
__Inx 1
x x

Evaluando la integral

Ilnxd =1 [hl_x_l}t
t—o X xh

- 1im[(_1n_t _ l) _ (_111_1 _ l)}
t—o0 t t 1 1

=0+1

=1
Es decir que la integral impropia es convergente y converge a 1.
Se concluye que la serie es convergente.

Serie P

La serie P se define como

n=1

Como puede verse es una serie cuyos términos tienen la funcién potencia en el denominador, y la
constante 1 en el numerador, p es el exponente constante.

La serie es convergente si p >1 yesdivergentesi p <1.

En general la serie P se puede analizar utilizando el criterio de la integral, pero como se presente
frecuentemente en varios problemas de series se ha establecido para ella su propio criterio.



UNIDAD 5: Sucesiones y series 5.3 el criterio de la integral 4

Ejemplo 3: Usando el criterio de la serie P

Analice si la serie es convergente o divergente
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Solucion

La serie

n=1

9

esunaserie p con p == <1. Porlotanto la serie es divergente.

1
2

Estimacion de sumas

Si Zan converge de acuerdo a la prueba de la integral y el error cometido al calcular la serie esta dado
n=1
por R, =S -8,, donde Ses el valor exacto de la seriey S, es el valor de la suma usando los n primeros

términos, entonces

I Zlf(x)dx <R, < ij(x)dx

es decir que el error cometido al calcular una serie usando los n primeros términos, siempre es menor que
0

[ Fx)dx
n

si se suma S, a ambos lados de la desigualdad anterior se tiene

S, +j fx)dx <R +8S, <8, + I f(x)da
n+1 n
como S=S, +R,
se obtiene las expresiones que permiten acotar el valor de S paraun n cualquiera.
S, +j fx)dx < S < 8, +j f(x)dax
n+l n

La expresién anterior nos permite estimar el error al calcular el valor de la serie usando sus n primeros
términos

R, ~ ij(x)dx
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Ejemplo 4: Calculando una serie y estimando el error

0
a. Calcule S, para la serie Z%
n

n=1

b. Estime el error cometido al calcular Z% con n =10
n

n=1
c. Encuentre una cota superior y una cota inferior para S con n =10

d. Utilice el promedio de las cotas superior e inferior para estimar el valor de S

Solucion
a. Utilizando una calculadora con sumatorias o un programa matematico o haciéndola
paso a paso se obtiene
10
Se=YL-lil,l 1 1 1, 1,1, 1,1
— n2 1 4 9 16 25 36 49 64 81 100
_ 1968329 . . gg

1270080

b.

Ry ~ rﬂx)dx
10

© t t
J Lz —tim[ Lax- 1im[—l]

10 2 to>od10x t—ol  x o
- nm(—l +i) -1 _oa1
too\ ¢t 10 10

entonces R, < 0.1

c. Para calcular una cota superior y una inferior utilizamos la férmula
o0 0
S, + j fx)dx <S8 <8, +j f(x)dx
n+l n

La cual aplicada a nuestro problema es

1
—de

1
Si +J'llx—2dx <S <8, +Lox

17 17
S,y + hm[——] <S<8,+ 1im[——]

t—w X1 t—w X0
S + lim(—l + L) <SS <8+ lim(—l + L)
t>o\ ¢t 11 t>o\ ¢t 10

1 1
Sp+—<8<85,+—
10791 10" 10

15498 + L < S <1.5498 +-L
11 10

1.6407 < S <£1.6498
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d. Tomando el promedio entre la cota superior e inferior se obtiene una mejor estimacién
de S

S ~ 1.6407 +1.6498
2

=1.64525.

2
El valor exacto de esta serie se sabe que es igual a % =1.6449341

Ejercicios

1.
Determine para que valores de p la siguiente serie es convergente

i n(n? + 3)?

n=1

Seleccione una:

O a. Ninguna de las otras opciones es correcta.
Ob.p<-1.

L CHpE==s

Od.p<1.

Oe.p>1.

Para la siguiente serie
i Inn
n=1 L

los valores que debe de tomar "p" para que sea convergente son:

Seleccione una:

O a.p<0.
b. p>1.
c. p<1.
d. p=0.

O O O O

e. Ninguna de las otras es correcta.
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3.

Utilizando el criterio de la integral para la siguiente serie

> 1
Z n(lnn)3p+2

n=2

sera convergente si:

Seleccione una:

O ap< —%.
O bp< —%.
O c. Ninguna de las otras es correcta.
O dp> —%.
O ep> —%.

De las siguientes series, cual o a cuéles se les puede aplicar la prueba de la integral.

Seleccione una:

O a. Ninguna de las otras opciones es correcta.
O b.(1)

O ¢ (3)
O d.(4)
O e (2)

5.3 el criterio de la integral
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