5.2  Series

OBJETIVOS

e Comprender el concepto de serie y su diferencia con una sucesion.
e Entender el concepto de convergencia y divergencia de una serie.
e Utilizar el teorema de la divergencia para probar que una serie es divergente.

e Determinar si una serie es geomeétrica, utilizar su criterio para saber si converge o diverge y si
es convergente calcular su suma.

e Determinar si una serie es telescépica, utilizar su criterio para saber si converge o diverge y
calcular su suma.

Series infinitas

Se llama serie infinita o simplemente serie a la suma infinita de los términos de una sucesién y se
representa como

0

Ean =@ +0y+ag+--+a,-

n=1
Las sumas parciales de una serie infinita se escriben como
S =q
S, =a; +a,
S; =q; +a, +ag
Sy =aq +ay +ag+ay
S, =aq +ay,+ag+a, +--+a,

en general

n

S, =a +ay,+ay+---+a, = Eai

i=1

al considerar cada suma parcial como un término de una sucesién {S,} se tiene la siguiente definicién.

Series convergentes y divergentes

La serie infinita

o0
n=1
Se dice que es convergente si la sucesién de sumas parciales es convergente, es decir que

IimS, =1lim Ya, =S

El nimero S es la suma de la serie. Siel limite no existe se dice que la serie es divergente
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Ejemplo 1: Una serie convergente con suma conocida
EEEEEE  _L—

Una serie interesante se obtiene a partir de cuadrado de lado 1. Si este cuadrado se divide por la mitad
se como se muestra en la figura se obtiene dos rectangulos, el 4rea sombreada es

g

Si el area que no estda sombreada se divide nuevamente por la mitad, se obtiene una
segunda area sombreada cuya area es

-t

Al continuar con este proceso y agregar una tercera area sombreada se obtiene

e

Al continuar con este proceso, se van generando areas cada vez mas pequenas

—F

Si se observa el patrén como se van generando las areas, se ve que la enésima area esta

dada por
4 -1
= o
Si consideramos las areas individualmente, se genera una sucesion, cuyos términos son
i1 1 1
2° 4> 8 7 2n

Es claro que la sucesién es convergente, como puede verse en la figura, el area del

rectangulo mas pequeno tiende a cero. Formalmente
limA, = lim+ = L =
n—m n—ow 2N 2
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Si se suman las areas de todos los rectangulos generados se obtiene la serie
o0
ZL _
n=1 2"

Esta serie tiene las sumas parciales siguientes

IS S
16 2"

I.\Dli—‘
ukl»—‘
ooIH

1
S =1
172
S,=Ly1.3
2 4 4
33:l+l+l21
2 4 8 8
s4:l+l+l+L_E
2 4 8 16 16
~1,1 1.1 .1
"2 4 8 16 on

Es claro que esta serie es convergente ya que al observar la figura se puede ver que la
suma de todas las areas converge a 1

Esta serie tiene la particularidad que se conoce una expresién para la suma de los n
primeros términos, de tal forma que

Sn:l+l+l+L+...+l:2n_1
2 4 8 16 2n 2n
Como
n D (2" -1 n
i 2 =1 _ D2 -1 2ring _
n—w 2N Dn(2") 2" 1In2

Se concluye que la serie anterior es convergente y que converge a 1, como se habia
obtenido a partir de la grafica.

En éste caso fue facil probar la convergencia de la serie pues se tiene la férmula para la

s 2n —1 .
suma de los n términos S, = o En la mayor parte de los casos no se dispone
de éstas formulas y la convergencia debe probarse con los teoremas que se dan mas

adelante.

Una representacion grafica de las primeras 10 sumas parciales de la serie anterior se
muestra en la figura siguiente, en donde se ve claramente que la serie converge a 1

S 121

W+ ———————— o~ o= ©— & —0= =0
08T
06 T
04 T

02T

0.0
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En general, es muy dificil y en muchos casos imposible encontrar una férmula para los primeros n
términos de una serie. En las siguientes secciones se estudian algunas series especiales y se analiza su
convergencia.

Propiedades de las series infinitas

Propiedades de las series infinitas

0 0

Si E a, vy E b, son series convergentes,y ¢ es una constante, entonces

n=1 n=1

o0 o0

1. E ca, =cya,
n=1 n=1
o0 o0 o0

2 E(an+bn)—zan+ b,
n=1 n=1 n=1
o0 o0 o0

3. E (a, -b,)=>a, b,
n=1 n=1 n=1

El siguiente teorema establece que si una serie es convergente, entonces el limite del n-ésimo términio
debe ser 0

Teorema

0
Si la serie E a, esconvergente, entonces lima, = 0.
1 n—oo
=

Este teorema establece que si el limite es cero, la serie puede ser convergente, pero no garantiza que
lo sea.

Teorema de la divergencia

0
Si lima, # 0, entonces la serie S, = Zan es divergente.

n—o
n=1

Este teorema resulta muy 1util para probar la divergencia de una serie, pero en ninguin caso sirve para
probar la convergencia.

Ejemplo 2: uitilizando el teorema de la divergencia

Analice si la serie dada es convergente o divergente
Z (n +1)2
n(n + 2)

Solucion

Para demostrar que una serie es divergente es suficiente calcular lima,, y mostrar
n—oo

que este limite es distinto de cero. Para el caso de que el limite sea cero, se deben
utilizar otros criterios para demostrar la convergencia o divergencia.
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(n +1)2 C lim P tr2n+l

nson(n+2) noo n?+2n

1+2+%
n n

1+g

n

_1+0+0 _
1+0

Como el limite es distinto de cero, la serie es divergente.

lim
n—o0

Serie geométrica

La serie dada por
o0
E ar"l =g+ar+ar2+ard+--,a =0
n

o bien expresada en la forma

o

Zar” =a+ar+ar?+ar®+--,a#0

n=0
donde a es una constante y es llamada la razdén, recibe el nombre de serie geométrica. Una serie
geométrica es convergente si 0 < |r| < 1. Una caracteristica importante de la serie geométrica es que

cuando es convergente su suma es

o0

8

ar” ar® =

S
I
(=)

n=1
En ciertas circunstancias es conveniente que e la serie comience con n = 1 mientras que en algunos
casos es conveniente que la serie inicie con n = 0

Si |r| >1 la serie geométrica es divergente.

Ejemplo 3: Serie geométrica convergente

Dada la serie

ad (_3)n—1
4n
n=1
a. Muestre que es una serie geométrica.

b. Determine si es convergente o divergente.

c. Sies convergente encuentre su suma.

SAIuniI\n

a. Como el valor inicial de la suma es para n = 1, hay que expresar la serie en la forma
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0
— n-1
S, = E ar

n=1

Utilizando las leyes de los exponentes se tiene

ad (_3)n—1 3 ad (_3)n—l 4_4

4" 4" 471
n=1 n=1
i 4—1(_3)n—1
4n—1
n=1
o 1 3 n-1
-2l
n=1
. e 1 _ 3
que es una serie geométrica con a = 1 y r= s
b. Como |r| = ‘—% = % <1 la serie es convergente y su suma es
c. La suma infinita es
. 1 11
1 3\" a 4 4 _1
24 4 1-r 1_(_§) 707
n=1
4 4

Ejemplo 4: Serie geométrica convergente

Escriba el nimero decimal peridodico 3.0404 como una serie geométrica y calcule el valor de su suma

Solucion

Un nuimero decimal peridédico siempre puede escribirse como una suma infinita en la
forma siguiente

3.0404 = 3.04040404...
=3+0.04+0.0004 + 0.000004 +---
+i+ 4 + 4 +...
100 10000 1000000

4 4 4 4
=3+——+—+—+ -+

102 10* 10 102"
IR
_3+Z;102n

n=

Para expresar la serie anterior como una serie geométrica se procede como en el ejemplo
anterior, utilizando las leyes de los exponentes
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3.0404 =3+ % o
n=1

i _ Z’O: 4-1007!
—~(10%)" £=(100)" -1007*
_ Z 100!
-1
= (100)""
n-1
Sk
;100 100
:3+2L.(L)nl
425 \100

. . . Lo 1 1
La serie anterior es una serie geométrica con a = 55 7 T =1opp® oM <1 la

serie es convergente y converge a
1 1

iL.(L)M: a _ 25 _ 25 _ 100 _ 4
25 \100 1-r 1_ 1 99 (25(99 99

100 100

Por lo tanto, el nimero 3.0404 puede escribirse como

4 _ 301
99 99

3.0404 = 3+ ——

Serie Telescoépica

Una serie de la forma

o0

Ean =a +ay +az+--+a,

n=1
=0 —b)+ by —by)+(by—b,)+---+(b, - b,,1)

recibe el nombre de serie telescopica. Observe que al desarrollar la suma se anulan todos los términos
menos el primero y el dltimo, por lo que la suma de una serie telescopica es

Za =0 —by)+(by —by)+(by—-b)+---+(b, - b,.;)

=b -0,
La serie telescéplca es convergente si limb, existe. La suma de esta serie es
n—ow
S =5 —1limb,

n—w
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Ejemplo 5: Serie telescopica

Muestre que la serie dada es una serie telescopica convergente. Calcule su suma.

0

1
S = Zn(n +2)

n=1
Solucion
La fraccién 1 se puede descomponer en fracciones parciales
n(n + 2)
1 :é+ B _An+2)+Bn
nn+2 n n+2 n(n + 2)

Tgualando los numeradores se tiene
1=A(n+2)+ Bn

De donde se obtiene que A = % y B-= _1

2
Entonces
1 1 1

n(n + 2) =2n_2(n+2)

y la serie dada se puede expresar como

n=1 n=1

Desarrollando los primeros términos de la serie para verificar que es una serie de forma

telescopica se tiene
s:(l_l)+(l_l)+(l_L)+(1_L)+(L_L)+m+
2 6 4 8 6 10 8 12 10 14

Observe que todos los elementos de la serie se cancelan menos % y

N

la serie es telescépica.
Como
1

limb, = lim— =0,
n—o n—wo 2n

la serie es convergente.

por lo tanto

Su suma se obtiene sumando los nimeros que no se cancelan y restando el limite

S = b — limb, :(l+l)—0=§
n—»o0 2 4 4

Ejercicios sobre series

1.
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Determine si la siguiente serie converge, si en caso lo hace calcule su suma, caso
contrario (diverge) responda 9999

00 62n+1
38 (%)
33n+2

n=0

Determine si la siguiente serie converge, si en caso lo hace calcule su suma, caso

So(3)

contrario (diverge) responda 9999

Respuesta:

Determine si la serie converge o diverge. Si converge, calcule la suma.

00 2 )n—H

Z 22n 1

n—1

Seleccione una:

48

O a.Converge y la suma es: — =

O b. Ninguna opcién es correcta.

O ¢ Convergey la suma es: l—f

36

O d. Converge y la suma es: =

O e. Diverge.
4.

Determine si la siguiente serie converge, si lo hace calcule su suma, caso contrario
(diverge) escriba 9999

o0
Z3nn+2

n=2
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5.

Determine si la siguiente serie converge, si lo hace calcule su suma, caso contrario
(diverge) escriba 9999

4n+1(n+5)

§M8

Determine si converge 6 diverge la serie. Si converge, calcule la suma.

= 2
; (n+4)(n +5)

Seleccione una:

O a.Converge y la suma es:

b. Converge y la suma es:

W= oot oo

c. Converge y la suma es:

d. Diverge.

o O O O

e. Ninguna opcion es correcta.

10



