4.7 Cébnicas en coordenadas polares

OBJETIVOS

e Dibujar graficas de las secciones conicas que tienen el foco en el polo.
e Encontrar la ecuacion de una cénica en coordenadas polares que satisface ciertas condiciones.
o Resolver problemas sobre 6rbitas de cometas que se pueden describir con una seccion coénica.

La ecuacién en coordenadas polares de la forma

r __ed obilen r = _ed
1+ ecosd 1+esend

tiene como grafica una seccién coénica, con uno de sus focos en el polo. d es la distancia del polo a la
directriz.

La ecuacidn de la directriz es x = +d cuando la ecuacién tiene la funcién seno, el eje de la conica es el eje
polar. Cuando la ecuacién tiene la funcién coseno la ecuacién de la directriz es y = +d y el eje de la

cénica es el eje Z . El signo de la ecuacién de la directriz es igual al signo que se antepone a la funcién
trigonométrica.

Si e =1 es una parabola.

Si e <1 es una elipse.

Si e > 1 esuna hipérbola.

La siguiente figura muestra la grafica de una elipse

Mo
\\—/ Eje polar
d

Directriz

Ejemplo 1: Grafica de una parabola

Identifique la conica, encuentre sus elementos principales y dibuje su grafica

__ 3
1 - cosé

Solucion

La ecuacidn tiene la forma

_ ed
1 - ecosé
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La excentricidad es e = 1, por lo que la ecuacién corresponde a una parabola que tiene
su eje en el eje polar.

Del numerador se obtiene que

ed =3
d=3-3_3
e 1
Como el signo de la funcién trigonométrica es negativo la directriz es la recta
x =-3

Para dibujar la grafica se construye una pequefia tabla de valores, como se hizo en las
graficas de las otras curvas polares

0 0 /2 b 37/2

r A 3 3/2 3

La figura muestra la gréafica de la parabola y su directriz.

T

2

Eje polar

Ejemplo 2: Grafica de una elipse vertical

Identifique la cénica, encuentre sus elementos principales y dibuje su grafica

__ 10
5+ 4send

Solucion

Observe que la ecuacién no tiene la forma

_ ed
1-esend

Razén por la cual es necesario hacer algo de algebra para obtener la forma correcta.
Factorizando el 5 en el denominador y reordenando se tiene

10 _ 10 _ 2
5+4send 5(1+%sen¢9) 1+%sen6’
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De donde se tiene que

4 .y .
e = 5 < 1, la ecuacion es de una elipse

Del numerador se obtiene que
ed = 2

d=2_
e

5
2

SN

Como la funcién de la cénica es seno, la elipse es vertical. Como el signo que antecede
a la funcién trigonométrica es positivo la directriz es positiva y su ecuacién es

yZE

Para dibujar la grafica se construye una pequefia tabla de valores, como se hizo en las
graficas de las otras curvas polares

0 0 72 r 37/2

r 2 10/9 2 10

La figura muestra la grafica de la elipse y su directriz.

T

2

™\

Q Eje polar
Ejemplo 3: Grafica de una hipérbola horizontal

Identifique la cénica, encuentre sus elementos principales y dibuje su grafica

8

p=—9°
3 —6c0sd
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Solucion

Observe que la ecuacién no tiene la forma
_ ed
1 - ecosf

Razén por la cual es necesario hacer algo de algebra para obtener la forma correcta.
Factorizando el 3 en el denominador y reordenando se tiene

8 8 8/3

r = = =
3-6cosfd 3(1-2cosf) 1-2cosd

De donde se tiene que
e = 2 > 1, la ecuacién es de una hiperbola

Del numerador se obtiene que

ed =8
3
g-83_83_4
e 2 3

Como la funcién de la cénica es coseno, la hipérbola es horizontal. Como el signo que
antecede a la funcién trigonométrica es negativo la directriz es negativa y su ecuaciéon
es

X =-=
3

Para dibujar la grafica se construye una pequeiia tabla de valores, como se hizo en las
graficas de las otras curvas polares

0 0 72 T 37/2

r -8/3 8/3 8/9 8/3

La figura muestra la grafica de la hipérbola y su directriz.

Vg
2

H Eje polar
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Ejemplo 4: Encontrar la ecuacién dadas ciertas condiciones

Encuentre la ecuacién en coordenadas polares de la conica que tiene excentricidad 2 y su directriz es la
rectay = 6

Solucion
Como la excentricidad es e = 2 > 1, la ecuacién corresponde a una hipérbola. Como la
directriz es la recta horizontal y = 6, la hipérbola es vertical, es decir la funcién a
utilizar es
S ed
1+ esend
El signo en la ecuacién es positivo ya que la directriz tiene ecuacién positiva. Como
e =2 y d = 6,laecuacion de la hipérbola es
_ 26
1+ 2send
12
1+ 2sené
Construyendo la tabla de valores para dibujar la grafica
0 0 /2 z 37/2
r 12 4 12 -12
La siguiente figura muestra la grafica de la hipérbola
z
2
y=6
/ \ Eje polar
D
Aplicaciones

Las ecuaciones de las secciones conicas en coordenadas polares se utilizan para modelar las 6rbitas de los
planetas, satélites y cometas; con el Sol en el foco. Se le llama Afelio al punto de la 6rbita donde el planeta
esta mas alejado del sol y se le llama perihelio al punto de la 6rbita en donde el planeta esta mas cerca del
sol.
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Perihelio

Afelio

Ejemplo 5: Orbita de planetas

La excentricidad de la érbita del cometa Halley es e = 0.97 y la longitud del eje mayor de su orbita es
2a = 3.34 x10° millas. Encuentre una ecuacién para la érbita del cometa. Calcule la distancia més
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grande y la distancia mas pequena del cometa al sol.

Solucion

La ecuacion se escoge de tal forma que la elipse sea horizontal y que su directriz sea

negativa, asi la ecuacion es

ed
1 - ecosd

Ya conocemos la excentricidad. Para encontrar d sera necesario encontrar un punto en

la 6rbita del cometa

Perihelio

! i v TAf elio

a+c

Como nos dan la longitud del eje mayor, podemos calcular el valor de a
2a = 3.34 x10?

9
a:%:melofﬂ

Como nos dan la excentricidad, podemos calcular ¢
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e =

Q|o

¢ =ea=(0.97)(1.67x107)
¢=1.62x10°

De la grafica observamos que cuando € = 0

r=a+c=1.67x10% +1.62x10°

r=3.29x10°
Ahora podemos sustituir el punto en la ecuacién y despejar el valor de d
_— ed ed ed

" 1-ecosd - 1 - ecos(0) - l1-e
Despejando d

rl—e)=-ed
d - rd—e _ 3.29x10%1 -0.97)
e 0.97
d=1.02x108

Por lo que la ecuacién de la trayectoria del cometa es
- (0.97)(1.02 x 10®)
1-0.97cos8

__9.89x 107
1-0.97cos@

La distancia mas grande del cometa al sol es

a+c=3.29%x10°

La distancia mas pequena es

a-c=1.67x10°-1.62x10° =5.0x107

Ejercicios sobre conicas en coordenadas polares

1.

Encuentre la ecuacion en coordenadas polares de la conica que tiene como directriz
la recta y = —8 y que pasa por el punto (4, 7).
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2.
Una cénica en coordenadas polares, tiene por ecuacion:

15

r=- --—
1—3cosb
Uno de los focos se encuentra en el origen.

De las siguientes opciones que se le muestran, determine uno de los vértices, en
coordenadas cartesianas, de la conica dada.

Seleccione una:

O a. Ninguna de las otras opciones es correcta.
Ob. (-15.00,0)

Oc. (-3.75,0)

Od. (3.75,0)

Oe. (7.50,0)

Encuentre la ecuacion en coordenadas polares de la conica que tiene como directriz
la recta y = 3 y que pasa por el punto (3, 7).

Seleccione una:

- 4
O a S 1+sin 0

o 3
Ob r= 1+sin 0

o 5]
O« = 1—cos @

O d. Ninguna de las otras es correcta.

3
O e i 1+cos 6
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4.

Encuentre la ecuacion en coordenadas polares de una conica que posee el afelio y
el perihelio en los puntos (9, %), (cn- respectivamente y una excentricidad entre

2
Oy 1.

Seleccione una:

O a. T = Wiosﬁ
O b. Ninguna de las otras opciones es correcta.
@ — ﬁ
e m
Oe r= ﬁ
5.

Una cénica en coordenadas polares, tiene por ecuacion:

. 5
" 4+ cosb

La directriz de esta conica, en coordenadas cartesianas, es:

Seleccione una:

ONa =5

O b.x=-5

O c. Ninguna de las otras opciones es correcta.
@ =1

Oey=-5

El planeta Mercurio viaja en una orbita eliptica con excentricidad 0.29. Su distancia
minima al Sol es 1.49210% km. Determine su distancia méaxima al Sol.

Seleccione una:

O a. La distancia maxima al Sol es: 331577465 km.
O b. La distancia maxima al Sol es: 270718310 km.
O c. Ninguna respuesta es correcta.

O d. La distancia maxima al Sol es: 27071831.0 km.
O e. La distancia maxima al Sol es: 82007752 km.
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7.

Un satélite se mueve describiendo una trayectoria eliptica con una excentricidad de
e = % teniendo como un foco al centro de la Tierra.

La menor distancia del satélite a la superficie de la Tierra es de 312 millas.
Determine la mayor distancia que puede separarse el satélite de la Tierra (distancia
medida en millas desde la superficie terrestre). Suponga que la Tierra es una esfera
perfecta y que su radio es de 4,000 millas.

Indique su respuesta sin decimales.

10



