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4.2

Longitud de arco y superficie de revoluciéon en curvas definidas

por ecuaciones paramétricas

Para calcular la longitud de una curva y el area de una superficie de revolucién en una curva definida por
medio de sus ecuaciones paramétricas se utilizan las mismas expresiones que en coordenadas polares, es
decir

b b b
s = I ds, S = I 2ryds, S = I 27xds,

a a a
El teoremas formal que para calcular la longitud de una curva es el siguiente
Siuna curva suave C esta definida por las ecuaciones paramétricas

x=f@) y y=28@®

Donde C es una curva que no se corta asi misma, y es recorrida una sola vez en el
intervalo [a,b], entonces la longitud de la curva en el intervalo esta dada por

o= I:ds -[ d—’;)Z + (%)2 dt = j :J[f'(t)]2 L [gOF dt

Ejemplo 1: Longitud de una curva con ecuaciones paramétricas

Calcule la longitud de la curva en el intervalo indicado

x = el cost, y=elsent, 0<t<

4
2
Solucion

La figura muestra la grafica de la curva en el intervalo indicado, como puede verse la

, . . s
curva se recorre una sola vez y no se corta a si misma en el intervalo 0 < ¢ < =

0.6

La longitud de la curva esta dada por

b /2
s = J ds = j'o JFOF +[g 0T dt
Donde

'@ = Dt(e" cost) = e7!(—sent) + cost(—e’t) = —e'(sent + cost)
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g'(t) = D, (e’tsent) = e7!(cost) + sent(—e") = e (cost — sent)

Entonces

o 71/2
s=| JFOTF + g ®F

.”/
= 2\/[—e‘t (sent + cost)]2 + [e“ (cost — sent)]2 dt
J0

¢ /2
= \/e‘zt (seth + 2sentcost + cos? t) +e72 (coszt — 2costsent + sen? t) dt
J0

o /2
= \/e’m (senzt + 2sentcost + cos?t + cos?t — 2costsent + sen? t) dt
J0

o 71/2
= e'\2(sent + cos?t) dt
0

72
\/EJ. et dt

0

Calculando la integral anterior y evaluando se obtiene

7! .
s = \/QJ. Ze“ dt = [—x@ e‘tl)ﬂ = —x/§(e‘”/2 - 1) ~1.1202
0

El teorema formal que para calcular la superficie de revolucién es el siguiente

Siuna curva suave C esta definida por las ecuaciones paramétricas
x=f@t) ¥y y=28@

Donde C es una curva que no se corta asi misma, y es recorrida una sola vez en el
intervalo [a,b], entonces la superficie de revolucién en torno a los ejes de

coordenadas esta dada por

a. En torno al eje x

S = 2;;J' yds—znj' (dx) (dy) dt—znj gON[FOF +[gOF dt

dt dt
b. En torno al eje y

S = 22 xds = 22 () + (LY ar = 22 f(t)\/f(t)] +[gOF dt
a a dt dt

Ejemplo 2: Superficie de revolucion de una curva con ecuaciones paramétricas

Plantee la integral (no la calcule), para calcular el area de la superficie de revolucién que se obtiene al
girar en torno al eje y, la elipse cuyas ecuaciones paramétricas son

x = 3cost, y = bsent ,
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Solucion

La figura muestra la grafica de la elipse, que se ha dibujado en el intervalo 0 < ¢ < 27

6+
Para calcular la superficie de revolucién al girar la curva en alrededor del eje y hay que
tener el cuidado de no tomar dos veces la curva. Se tomari el intervalo, - % <¢ <% |

en el cual la grafica de la curva es

La integral para calcular la superficie de revolucion es

b /2
S = znj xds = 27 J' , FeNIFOT +[gOF dt

O bien utilizando el hecho de que la curva es simétrica con respecto al eje x

7/2
S = ax[ faNIFOF +[gOF dt

Calculando las derivadas
f't) = D,(3cost) = —3sent
g'(t) = D, (5sent) = 5cost

Sustituyendo y simplificando
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72 2 2
S = 47rI 300st\/[—3sent] + [6cost]” dt
0

/2
=4z 3costvV9sen?t + 25cos? ¢ di
0

7/2
= 127[I costv9sen2t + 25cos? ¢ dt
0

Ejercicios

Plantee una integral que represente la longitud de 4, x =1+¢e!, y=(@2 +1)e!, 0<t<1
curva. Después utilice una calculadora para
calcular la longitud de la curva con -cuatro

decimales.
1. x=t+et, y=t—et, 0<t<2 Encuentre el area exacta de la superficie obtenida

. al rotar la curva dada en torno al eje x
Encuentre la longitud exacta de la curva

. = ¢3 =2 <t<
2. x=tsent, y=tcost, 0<¢t<1 5. x =1, y=0, 0<i<l

Plantee una integral que represente el area de la o )
superficie obtenida al rotar la curva dada en torno  Encuentre el area exacta de la sup.erflcle obtenida
al eje x. Después utilice una calculadora para  al rotar la curva dada en torno al eje y

calc'ular la longitud de la curva con cuatro o . _ 32, y=23, 0<t<5

decimales.

3. «x =tsent, y =tcost, OSts%

7.

Encuentre la longitud de la curva dada por las ecuaciones:

y =10 sengt; z = 10 cos’t

(De su respuesta con 2 decimales como minimo).
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La integral que representa la longitud de arco de la curva
z =12 +3; y=3t? desde el punto (4, 3) al punto (12, 27) es:

Seleccione una:

O a. [, Va2 + 368 dt
O b. [’ V3682 + 42 dt

O c Ninguna de las otras es correcta.

O d. [ V22 662 dt

O e [7" V21 + 6¢2 dt

Encuentre el area superficial al hacer rotar alrededor del eje x, la curva definida por
las ecuaciones

y=t"2, z=1tsi1<t<6

(Nota: de su respuesta con 2 decimales como minimo).
10.

Indique la integral en coordenadas paramétricas que calcula el area de la superficie
que se genera al girar alrededor del eje y, la curva definida por las ecuaciones:

z=-1+4+2senf, y=1+3cos 0, si0 <0<

Seleccione una:

O a.2r [ (—1+ 2senb),/1 + (—3send)2df

O b.2m [ (2senf — 1)v/4 + 5sen?6db

O .2 [;7(1+ 3cos0)/(2cosh)? + (—3send)2do

O d.2m [y (1 + 3cosf)/(4 + 5 cos? §db

O e. Ninguna de las otras opciones es correcta.
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11.

El area superficial al girar la curva dada en ecuaciones paramétricas
z=a(t—sent) &y=a(l —cost) enelintervalo 0 < ¢ < 27 alrededor del

eje "x", es:

(Nota: a=constante).

Seleccione una:

O a. Ninguna de las otras es correcta.
O b. 1?67ra2.

O c 3—321ra2.

O d. %ﬂ'az.

O e G—;mﬂ.



