2.3  Sustitucion trig

OBJETIVOS

e Calcular integrales utilizando la técnica de sustitucién trigonométrica.

En esta seccién se estudian las integrales que contienen expresiones de la forma

a? —u?, a? +u? u? — a?

Usualmente estas expresiones se encuentran elevadas a una potencia racional positiva o negativa.

Caso 1

Para calcular una integral que contiene

2 2

a’ —u
Se construye un triangulo rectangulo en donde a es la hipotenusa, u es el cateto opuesto y € es el angulo

agudo. Al calcular el cateto adyacente por medio del teorema de Pitdgoras se obtiene Va2 — u?

muestra en la figura siguiente

, COMO se

0

a? —u?

Al relacionar el cateto opuesto con la hipotenusa se obtiene

senf = %
a

Despejando u, la integral se puede resolver haciendo la sustitucién
u = asend

El diferencial du correspondiente es
du = acosfdb

Una vez calculada la integral en términos del angulo @ sera necesario utilizar las siguientes
expresiones para expresar la integral en términos de la variable inicial u

2 _ 2
send = X%, 6 = sen! (E), cosf = YA~ U tané =
a a u a

u

- Uu

Ejemplo 1: integracion por sustitucion trigonométrica

Calcule la integral

JV9 - x? dx

Solucion

Esta es una integral que se presenta frecuentemente en los cdlculos matematicos ya
que puede representar el area de una semicircunferencia de radio 3 cuando los limites
de integracién van de -3 a 3

Como se puede observar la integral tiene una expresién de la forma
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a? —u? = (3)% — x2

x y 3 se pueden representar como lados de un tridngulo rectangulo, como se muestra
en la figura siguiente

N

9 — x2

El cateto adyacente se obtiene utilizando el teorema de Pitagoras. La sustitucién a
realizar se puede obtener facilmente utilizando razones trigonométricas

send =~
3
x = 3send
Calculando el diferencial dx
dx = 3cos@db

Sustituyendo x y dx en la integral propuesta se obtendra una integral que solo contiene
funciones trigonométricas

I\/9 —x2 dx = J‘\/9 - (3sen®)? (3cosfdb)
= 3[\/9 —9sen? 0 cosfdb)
= SI\/9(1 —sen?6) cos0do)

Utilizando la identidad trigonométrica

cos2@ =1-sen2d
IV9 —x2 dx = 3,'.\/9(cos2 6) cos6do)

- 3J3c056 cos0do)
—9 I cos? 0d0
La integral trigonométrica se calcula por la formula de reduccién de potencias
J\/9 -x2dx = 9[0052 6deo
= 9-[%(1 + cos2x)do
- 9(0 " lsen29) fe
2 2

=90+ 2%en20+ ¢
9" "4

=929+ g(2sen6’cosé?) +c
2 4

= 26’ + gsené?cosé? +c
2 2

Ahora solo hace falta expresar la respuesta en términos de x. Para ello podemos
utilizar algunas identidades y recurrir nuevamente al tridngulo rectangulo, de donde
se obtiene que
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Sa)

send = %, 6 = sen! (%), cos@ =

Efectuando las sustituciones

[¥5 =+ dx = Zsen1(2)4 a(g)(ﬂj ‘e

3/ 2 3

= %sen’1 (%) + %x\/9 -x2 +¢

Ejemplo 2: integracion por sustitucion trigonométrica completando cuadrados

Calcule la integral

2
—=dx
J.\/490 —x2

Solucion

Para calcular esta integral primero se debe completar cuadrados en la expresién dentro
del radical y luego utilizar sustitucion trigonométrica.

Completando cuadrados se tiene:
4x — x? = —(x? - 4x)
=—(x? -4x+4)+4
=-(x-2)?%+4
=4 - (x - 2)?

Entonces

x? x?
dx = d
J.\/4ac—x2 * J.\/4—(x—2)2 *

Ahora por sustitucién trigonométrica, se tiene una expresién de la forma a? — u? donde
a=2yu=x-2. Eldos se coloca en la hipotenusa del tridnguloy x — 2 en el cateto
opuesto. El cateto adyacente se calcula por el teorema de Pitagoras, como se muestra
en la siguiente figura

2

0

V4 —(x - 2)?

Del tridngulo mostrado en la figura se tiene:
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2
V4 = (x - 2)?

x—2

send =

2senf = x -2
x = 2send + 2

Calculando el diferencial
dx = 2cos0db

En este punto del problema ya se puede sustituir x y dx para expresar la integral én
términos de funciones trigonométricas como en el ejemplo 1.

Aqui ilustraremos otra forma de hacerlo. Del tridngulo rectangulo se tiene que

V4 —(x - 2)2

2

cosf =

2c0s6 = /4 — (x — 2)2

Es decir que podemos sustituir directamente 2cosé, por la expresiéon en el
denominador de la integral. Haciendo las sustituciones se obtiene

end + 2)* 2cos8do

x2 (2s
Im .[ 2cos@

= I(4sen2 6 + 8send + 4)do

— 4[senz0 + sjsenada + 4Id0

o

_4 '%(1 ~ c0s20)d0 + 8Isen6’d6’ + 4Id9

o

=2 .dé’ - 2J-cos29d6’ + 8J-sen6’dt9 + 4Id0

x2 _ 1
—dx =20-2- EsenZH —8cosf +40 + ¢

V4 - (x - 2)?
=60 — 2senfcosf — 8cosl + ¢

Del triangulo rectangulo se tiene que

A _ o2
senf = x— 2 entonces ﬁzsen‘l(x_2), cosﬁz%
Entonces

dx = 60 — 2senfcosf — 8cosl + ¢
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Caso 2

Para calcular una integral que contiene

a? + u?

Se construye un triangulo rectangulo en donde a es la hipotenusa, u es el cateto opuesto y € es el angulo

agudo. Al calcular la hipotenusa por el teorema de Pitagoras se obtiene Va2 + u?

la figura siguiente

, como se muestra en

Al relacionar el cateto opuesto con el cateto adyacente se obtiene

tang = &
a

Despejando u, la integral se puede resolver haciendo la sustitucién
u =atand

El diferencial du correspondiente es

du = asec?0do

Una vez calculada la integral en términos del angulo 6 sera necesario utilizar las siguientes
expresiones para que la integral quede en términos de la variable inicial u

u “1(u u a
tand ==, 0 =tan (—), senf = ———,  cosf = ———
a a va? + u? va? + u?

Ejemplo 3: Integracion por sustitucion trigonométrica

Calcule la integral
J' dx
(9x2 + 4)2

Solucion

La integral puede expresarse como

J' dx

[(Sx)2 + 4]2

La integral tiene una expresién de la forma a? + u?> donde a = 2 y u = 3x. En este
caso 3x se coloca en el cateto opuesto del triangulo y 2 en el cateto adyacente. La
sustituciéon a utilizar es © = atand. La hipotenusa se calcula por el teorema de
Pitagoras, como se muestra en la siguiente figura

N9x2Z + 4

3x

2

Del triangulo mostrado en la figura se tiene:
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tané = 3x
2
2tand = 3x
X = Ztané’
3

dx = %sec2 6de

Sustituyendo x y dx y simplificando la integral resultante
J. dx i J. %sec2 0do
(9x2 + 4)? 9 2 2
9 (g tan 9) +4

B gJ‘ sec®0dd gJ‘ sec?0do
(4tan20+4)"  3716(tan?6 + 1)’

B gJ' sec?0do
3

(9(%tan2 9) T 4)2

1 rsecZ 6do _ 1 secZ@
24 ) (sec20)2 24 J sec*d
=11
24 J sec? 0
_ 1
24 )

La integral de potencias trigonométricas resultante se calcula facilmente

cos20do

J‘L = LICOSQQdQ

(9x2 + 4)2 24

= LJ.l(l + cos2x)do
24J 2

= L(ﬁ + lsen2(9) +c
48 2

= LlorLgen2o+c
96

48

-Loy L(ZSent9cost9) +c
48 96

= LQ + Lsen@cos@ +c

48

Del triangulo rectangulo se tiene que

N9x2Z + 4

3x

Entonces
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I— = LH + Lsen@cos@ +c
(9x2 + 4)2 48 48

D (3) e LS 2
48 2/ 48 Jox2 14 Jox?+4

+C

:—tan’l(—)+i-6—x+c
48 9x2 +4

= Ltan‘l(Sx)+—x +c
8(9x% + 4)

Ejemplo 4: Integracion por sustitucion trigonométrica

Calcule la integral

Solucion

La integral tiene una expresién de la forma a? + u? donde ¢ =5 y u = x. En este
caso x se coloca en el cateto opuesto del tridangulo y 5 en el cateto adyacente. La
sustitucion a utilizar es u = atan@. La hipotenusa se calcula por el teorema de
Pitagoras, como se muestra en la siguiente figura

vxZ + 25

%
5
Del triangulo mostrado en la figura se tiene:
tand = =
x = 5tané

dx = 5sec?0dé

Observe que

Sz
sech = %25, entonces Vx2 + 25 = 5secd

Sustituyendo x, Vx2 + 25 y dx se tiene

J~(5tan¢9) (5sec? 0do)
5secd

Jm

125"'tan fsec? ‘9d0
secd

= 125J.tan3 OsecHdo
La integral de potencias trigonométricas resultante se calcula haciendo la sustitucion
u = secl

du = secOtanfdo
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5 .
Jx—dx =125|tan®fdsecddb

Va2 + 25 J

=125|tan%ftanfsechddod

=125 (sec2 6 - 1)se09tan9d9

=125 .(uz -1)du

3
Jx—dx = 125I(u2 ~1)du
Va2 + 25
_ 1.3
=125(=u’ —u|+c
3
Expresando la respuesta en términos de funciones trigonométricas con u = secd
3
Jx—dx = 125(lsec3 6 - sec&) +c
Jx? + 25 3
Finalmente se debe expresar la repuesta en términos de x, para ello nos apoyamos
nuevamente en el tridangulo rectangulo

vx2 + 25

[4

2

Entonces
dx = 125(§se03 6 - secﬁ) +c

X
Jsz + 25

+c
3

- %(xZ +25)" — 25Vx? + 25 + ¢

3
_ 125(@2 + 25} _125[«/352 + 25}
5 5

Caso 3

Para calcular una integral que contiene

u? - a?

Se construye un triangulo rectangulo en donde u es la hipotenusa, a es el cateto opuesto y € es el angulo

agudo. Al calcular el cateto opuesto por el teorema de Pitdgoras se obtiene Vu? — a? , como se muestra

en la figura siguiente
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u” —aQa

a

Al relacionar el cateto adyacente con la hipotenusa

secd = %

a

Despejando u, la integral se puede resolver haciendo la sustitucién
u = asecd
El diferencial du correspondiente es
du = asecOtand df
Una vez calculada la integral en términos del angulo 6 sera necesario utilizar las siguientes
expresiones para que la integral quede en términos de la variable inicial u
2 _ 42

2 _ 2
secd = 4, 0 = sec’l(ﬂ), tang = YW — @~ senf = YW — @
a a a u

Ejemplo 5: Integracion por sustitucion trigonométrica

Calcule la integral

2
Ix_—5dx

x2

Solucion

La integral tiene una expresién de la forma u? — a® donde @ =5 y u = x . En este

caso x se coloca en la hipotenusa V5 en el cateto adyacente. La sustitucién a utilizar
es u = asecd. Kl cateto opuesto se calcula por el teorema de Pitdgoras, como se
muestra en la siguiente figura

x
x2 -5

J5

Del tridngulo mostrado en la figura se tiene:

secld = X
NG
X = \/gsecg

dx = BsecOtanddo

Al sustituir x y dx para obtener una integral con funciones trigonométricas
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/ \[ 5sec€ —5
J dx = J J5secOtanddo

5sect9)

N 2
= «/EJ.Msecﬁtan 0do

5sec?d

.—\'5(8%29_1)tan6’d6

J secd

[vV5tan? 0

J  secé

(\/5tand

J sec

2
_ J'tan edﬁ
secé

tanfddeé

tan@do

La integral de potencias trigonométricas resultante se calcula utilizando la identidad
trigonométrica

tan?6 = sec26 -1

N . 2
J' x 5dx _ [tan Hdg
X J secd

. 2

_ | sec 9—1d9
J sect

= se09d9 I do
J secd

= secﬁdﬁ—‘[cosﬁdﬁ

In|secd + tand| — sené + ¢

Finalmente se debe expresar la repuesta en términos de x, para ello nos apoyamos
nuevamente en el tridangulo rectangulo

senf =

Entonces

2
_\/x +5 .
N
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Ejemplo 6: Integracion por sustitucion trigonométrica

Calcule la integral

J——;L——dx
Vdx? + 4x - 8

Solucion

Como la expresion dentro del radical tiene un polinomio cuadratico, lo primero que hay
que hacer es completar el cuadrado

4x2 + 4x — 8 = 4(x? + x) - 8

=4(x2+x+l)—8—1
4
2
=4(x+l) _9
2

Entonces la integral inicial puede expresarse como
f X gy
[ 12
4(x + —) -9
2

w=Xx+

Al hacer una sustitucién inicial

1
2
dw = dx
La integral queda expresada en términos de w como
1
w—1
2 Jw

x
—_—dx
J.\/4952+4x—8 Ndw? -9
1
= J.—w 2 _dw
JQ@w)?2 -9

2

La integral tiene una expresién de la forma u? — a? donde a =3 y u = 2w. En este
caso 2w se coloca en la hipotenusa 3 en el cateto adyacente. La sustitucién a utilizar
es u = asecd. Kl cateto opuesto se calcula por el teorema de Pitdgoras, como se
muestra en la siguiente figura

2w Vdw? -9

%4
3
Del tridngulo mostrado en la figura se tiene:
sect = 2w
3
3secl = 2w

dw = gsecﬁtan 0do

Al sustituir w y dw para obtener una integral con funciones trigonométricas
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J' x d J' w3 J' 25ec0 ftando
—dx = —sec an
Vdx? + 4x - 8 N Q@w)? - J(3sech)? —
-1 M§sec@tan0d0 = §J.Msecﬁtan@al@
2JJ9sec29-92 J9(sec2 6 -1)
3[ 3secd-1 1 [3secd -1
=& | —=—=——==secHtanfdb = —I—sec@tanﬁdﬁ
4J 3Jtan%?0 -1
-1 (3secd —1)secOdl = §J.sec2 0do — ljsec@dt?
4J 4 4
Las dos integrales resultantes se calculan utilizando las férmulas de integracion

correspondientes

J.\/436 +4x —

8J.sec2 6deé — —J.secﬁdﬁ

= %tan& - iln|sec€ +tané| +c

Utilizando el triangulo rectangulo para obtener las funciones trigonométricas en
términos de w

2w 4w? - 9
[
3
2
tang = YW -9 _9, secd = 2&
3 3

La integral queda expresada en términos de w como

J' x dy = 3N4w? -9 _ 11 4w* - 9|, .
Vax? +4x - 8 4 3 3 3
_N4uw?-9 1 |2w+\/4w2 —9|
————1n| |+c
4 4 3

Finalmente se debe expresar la repuesta en términos de x. Como w = x + 1

J' 4w -9 1, |2w+V4w® -9
Vdx? + 4x - 8 4 4 3

2 2
s d) -9 1 [2leed) a9

4 4 ‘ 3 ‘

_Vaa? vdx -8 1) |20 414 Vax? v ax 8]
4| 3 |

+C

4
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Ejercicios sobre sustitucion trigonomeétrica

En los ejercicios siguientes, calcule la integral que involucra funciones trigonométricas

N 2
1. J.w%dx
x

3. _dx
JVx% -9

5. .x3v4 —x2 dx

7. .\/x2 +5dx

9. [ dx
J xV36 — x2
[ dx
11. _—
J (x2 + 9)2
. 2
13, [Y16-—27 4
J x?
15. |V6x —x2 dx
17. [ dx
J x4V9 + x2
'q/ 2x
19. 16—;ealx
o e
(* t
21. € dt
J(e?! +8el +7)32
. 3
23, | —=X—dx
J V16 + x2
25, [—2%  dx
JVx2 -6x+5
27. | X dx
C (%% +8x + 25)3/2
29, [—2  gx
IVx? +8x +7
31, [——d9x
dNx? - 4x
33 F2 x3 dx
J0 V16 — 2
g5, [P__dx
J4 x\x? -4

3
2, jx—dx
Va2 -1

4.

10

12

14

16

18

20

22

24

26

28.

30.

32.

34.

36.

.x\/xz +5dx

[ dx
(x2 _ 9)3/2

[ dx

=x
- (9872t + 4)3/2

36 — x2

dx
aN9 + x?
J' dx
(xQ + 9)5/2
2
x
: J.(4 _ x2>3/2 dx
J' dx
N6x — x?
J' dx
xV16 + x4

dt

J‘ dx
(5 — 4x — x2)3/2
3
X
.| —=——dx
-|.\/25+x2
. J.#dx
Vx2 + 6x -7

X dx

Y Vx? —10x + 21
[ dx
N

F In®x dx

Y xvVinZx - 4

3 dx

JIox4x?2 +3
5

X225 — x2 dx
0
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Ejercicios del portal UEDI
317.

La sustitucion correcta utilizando sustitucion trigonométrica en la siguiente integral es

z
/7@:
Vix — x?

O a.x= (7 + 7secB)/4
O b.x=(7-7sen6)/2
O c.x=(7+7secH)/2
O d.x= (7 + 7 sen 6)/2

O e. Ninguna de las otras opciones es correcta.

38.

Dadas las integrales  NOTA ( En cada respuesta escriba la literal correcta)

/ %
a.f%dt

b. [esctv16 + sen’tdt
G fezt\/3 et + 16 dt
d. Ninguna opcion es correcta

e. [cottv/16 — sen’tdt

;Cual resolveria por sustituciones trigonométricas?

¢Queé sustitucion trigonométrica elegiria?

f.u=¢e g. e =4tanf® h. sent = 4tanf i. sent = 4senh

j. Ninguna opcion es correcta

39.

Obtenga la solucion de la integral
/' In®w
——dw
wy/In?w — 4

Seleccione una:

O a. Ninguna de las otras opciones es correcta.

O b.(IDQwT_Ll)S/Q—4(ln2w—4)_1/2+C
O c.w—4(ln2w—4)lﬂ+0
O d W wT | 4n?w—4)12 1+ C
O o W™ | yin2w—2)32 4 C
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