3.2 Superficie de revolucion

OBJETIVOS

e Encontrar el area de la superficie de revolucién que se obtiene al rotar una curva alrededor del eje x
o del eje y.

En esta seccion se estudian los métodos para obtener el area de la superficie de un solido de revolucién,

que se genera cuando una curva en el plano se rotada alrededor del eje x o del eje y, como se muestra en
la figura siguiente

Se puede suponer que la superficie esta formada por una cantidad infinita de diferenciales de
superficie en forma de conos truncados como el de la figura siguiente

y ds

A%

Se puede demostrar utilizando geometria, que el area de la superficie del cono truncado esta dada
por

A = 2xrL

. . . + .
Donde L es la longitud de la cara inclinada y r = % ! y "2 son los radios de las bases del cono

truncado.

Al utilizar la nomenclatura diferencial, el 4rea del cono truncado sera el diferencial de superficie, la

longitud de la cara inclinada sera el diferencial de longitud ds. De tal forma que el diferencial de
superficie esta dado por

dS = 2nrds

Al integrar, se obtiene una expresién para la superficie de revolucién

b
S =J- 27zr ds
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Sila curva se rota alrededor del eje x

YA

(a) Rotacién en torno al eje x: S= [ 27y ds

Y 1a ecuacién estd expresada en la forma ¥ = (%) | Se obtiene que el radio es
r=y=f(x)

El 4rea de la superficie de revolucion se puede expresar como

S = Jj27zr ds = J':zﬁy1/1 ; (%f dx = I:Z;;f(x) N+ [F@F dx

En forma equivalente cuando la ecuacién de la curva esta expresada en la forma
x = f(y)

La superficie generada al rotar la curva alrededor del eje x se puede expresar como

S = Ld27rr ds = J.cd27zy1/1 + (Z—ijz dy = Ld27ry V1+ [f’(y)]2 dy

Sila curva se rota alrededor del eje y

circunferencia = 27x

0 X

(b) Rotacién respecto al eje y: S = [ 27x ds

Se obtiene que el radio es
r=x

El 4rea de la superficie de revolucién se puede expresar como

S = Jj27zr ds = Jj27zx 1+ (%T dx = I:27rx V1+ [f'(x)]2 dx



UNIDAD 3: Otras aplicaciones de la integral 3.2 Superficie de revolucion 3

La superficie generada al rotar la curva alrededor del eje y se puede expresar como
d d 2 d
S = I 27r ds = J 27x 1’1 + (%j dy = I 2xf(y) A1 + [f’(y)]2 dy
c c y c

Ejemplo 1: Superficie de revolucion

Obtenga el area de la superficie de revolucién que se obtiene al rotar la curva y = V16 —x2 en el
intervalo [0,4], alrededor del eje y

Solucion

La figura siguiente muestra la curva y la superficie de revolucién generada por la
rotacion alrededor del eje y. Es claro que la region obtenida es una semiesfera de radio
4

La superficie de revolucién esta dada por
b
S = J (27zr)ds
a

Como el eje de rotacion es el eje y se tiene que
r=x

S = J.:(Zﬂr)ds = I:(Zﬁx),/l + (%)2 dx

Calculando la derivada de la funcién
ay_ (V16 -27) = L(16 - x2) " (-20)
dx dx 2
X
16 — x?
El diferencial de longitud ds es
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dy\? 2
1+(—) dx = 1+( —X j dx
V16— &2
( 2
16 — x° + x° x2 +x dx
16 x2 16 — x2
_ 16 dx
V16 — x2

4
V16 — x2

Entonces la superficie de revolucién esta dada por

R |

S = Ij(Zﬂr)ds = J‘:(27rx)ﬁdx

4
= 87rI —X* _ dx
016 — x2

Ahora se procede a calcular la integral indefinida por medio de una sustitucién

u=16-x2
du = —2xdx
—ldu = xdx
2

Realizando la sustitucién

Evaluando la integral

4
S =8rn

et
- 8;;[—416 2 ]2
- Sn[—\/m - 42] - 87{—\/16 - 02]

= 87(0) + 87(4)
=327

Ejemplo 2: Planteo de la integral de superficie

4

Plantee una integral para calcular el area de la superficie de revolucién que se genera cuando la curva

y=tanlx,0<x <2
a. Se gira alrededor del eje x.

b. Se gira alrededor del eje y.
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Solucion

a. Siel eje de rotacion es el eje x se tiene que r = y

S = J:(Zﬂr)ds = J.:(27ry) ds

Como la funcidn estd en términos de x

r=y=f(x)=tanlx

2 [ 2
ds = 1+(ﬂj dx = 1+( 1 ) dx
\ dx 1+ x2

La superficie de revolucién esta dada por

2 2 2
S = [ (2my)ds = [ (2rtanx) 1+ (1] d
O(;ry) s O(ﬂan x) ) 9

Realizando algunas operaciones algebraicas se tiene

2 1\
S = J (27rtan‘1x) 1 +( ) dx
0 1+ x2

. 2)2
=2 2(tan‘lx) % x
J0 (1+x2)
-2(tan’1x)
=27r.0W\/(1+2x2+x4)+1dx
) -1
=2z 2m\/24r2x2+x4 dx
Jo 1+ x2

b. Siel eje de rotacidn es el eje y se tiene que r = x
b 2
S = J (2zr)ds = I (27x) ds
a 0

Como la funcidn estd en términos de x

r=x
2 [ 2

ds = 1+(ﬂj dx = 1+( 1 )dx
\ dx 1+ x2

La superficie de revolucién esta dada por

S = I:(Zﬂx) ds = I:(Zﬂx) 1+ (1 +1x2 )2dx

Realizando algunas operaciones algebraicas se tiene

S = IOQ(Zzzx) 1+ (1 +1x2 )de

(1 +x2)2 +1
(1 erg)2

=2z| x dx

.2
= 27z.0 1+xx2 \/(1+2x2 +x4)+1 dx

2
=2 Y V2 +2x2 + x* dx

Jo1l+x2
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Ejemplo 3: Superficie de revolucion con integral impropia

1 . . . , . . .,
Lacurva y = =, x > 1; se hace girar alrededor del eje x. Determine el area de la superficie de revolucién
X

resultante si éste existe.

Solucion

La figura siguiente muestra la curva y la superficie de revolucién generada por la
rotacion alrededor del eje x.

T~
\y//—x

La superficie de revolucién esta dada por

00
S = J. (27zr)ds
1
Como el eje de rotacion es el eje x, se tiene que
r=y-= l
X

El diferencial de longitud ds es

x—,/1+—— x+1 +1 :%\/x4+1dx
x

Entonces la superf1c1e de revolucién esta dada por

S = Jm(Zm")ds = Jm(Zﬂl)%\/l +xt dx
1 1 x/x
= ZHIw[—l + ]dx
1

53

Ahora se procede a calcular la integral indefinida, para la cual es necesario utilizar una
sustitucién trigonométrica

1+ x4
X2
[
1
2 x? =tané
tan@ = =— entonces
1 2xdx = sec?6do
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< . 4 N 2¢ J
J. 1+x dy = L[¥ltx 2T E (2xdx) = lJ. l+tan®0 2040 = J. sec? 0 sec20do
2 xt 2 tan2Z 6 2J tan?6
_ 1 [sech-sec?d J’sec6’(1+tan a)dﬁ
2) tanze 2 tanZ 6
_1 [_secd do + 1Jse00d0
2J tan?6
_ 1 [ cos® do + 1Jse09d0
2J sen?6
-1 +lln|se09+tant9|
2send 2

- —%cscﬁ + %ln|sect9 +tanéd)

Finalmente hay que expresar la integral en términos de x

Ix/1+3x4 gy = 11+t +;1n|J1;x4 L g2
X

2 a2 2|
= —12;2364+éln‘x2 +\/1+x4‘
x

Una vez calculada la integral indefinida, se puede calcular la integral impropia, para
obtener la superficie de revolucién, siempre y cuando la integral converja

S =2r Lw(@de - 27rlimU:(@]dx}

x3 t—o0 x3

t—>o0 2x

=27rlim{ N1+ xt 11n‘x + 1 + x? u

t—o0

:Zﬂth J—+ Lin \t“m\j ( J1+—14+ Lin ‘12+mm

- 27[[lim(— V1 + ¢t j + Lhim[In (2 + V11 6%) |+ limY2 _ 1im(%ln(1 + JE))}

t—w 2t2 t—ow t—ow t—o
= 27[(—%+ +£——1 (x/—+1)j

= ®©
Como el segundo limite es infinito, la integral es divergente y la superficie de revolucion

es infinita.
. ]

Ejercicios sobre superficies de revolucion

En los ejercicios siguientes, plantee una integral que permita calcular la superficie de revolucién al rotar
la curva alrededor del eje x, en el intervalo indicado.

1. y = cosx, OSxS% 2. y = x2%e%, 0<x<1

3. x=y2+2y -1<y<1 4. y?> =lnx 0

IA
<

A

DO
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En los ejercicios siguientes, plantee una integral que permita calcular la superficie de revolucién al rotar
la curva alrededor del eje y, en el intervalo indicado.

5. y = cosx, OSxS% 6. y = x2%e%, 0<x<1

7. x =y +2y -1<y<1 8. y2 =Inx 0<y<2

En los ejercicios siguientes calcule el drea de la superficie que se genera al rotar la curva dada alrededor
del eje x

9. y=x3, 0<x<2 10. 9x = y% +18 2<x<6
11. y=w4§ 0<x<rx 12. x=+1+4y, 0<y<2
13. y = sen(7zx), 0<x<1 14. x =1+ 2y2, 1<y<2

En los ejercicios siguientes calcule el drea de la superficie que se genera al rotar la curva dada alrededor
del eje x

15. yzéﬁ@ 0<x<12 16. x23 4928 1  0<y<1
17. x =+a® - y?, 0<y<2 18. yzlxz—llnx, 1<x<2
2 4 2
19. Determine El area de la superficie generada al rotar alrededor del eje x la curva generada por la
elipse
9 2
x_ + y_ — ]_
25 4

Utilizando la regla de Simpson con n = 6

20. Use la regla de Simpson con n = 6 para aproximar el drea superficial generada por la rotacién de
la curva f(x) = In(x + 2) en el intervalo 2 < x < 4 alrededor del eje x.



