2.6 Integrales impropias

OBJETIVOS

e Calcular integrales impropias con limites de integracion infinitos.

e Calcular integrales impropias en intervalos donde la funcién no esta definida en uno de los
extremos del intervalo.

e Calcular integrales impropias en intervalos cerrados donde la funcién no esta definida en
algun valor del intervalo cerrado.

Integral Impropia tipo 1

Se le llama integral impropia tipo 1 a las integrales que tienen limites de integracién infinitos. Para el
tipo 1 se pueden presentar 3 casos

Caso 1

Si f(x) es una funcién que estd definida en todos los puntos del intervalo [a,+%) entonces

Jj f@)dx = lim j : f(x)dax

Siempre que el limite exista. Si el limite existe se dice que la integral es convergente y si el limite no
existe se dice que la integral es divergente. La siguiente figura ilustra el area bajo la curva
correspondiente a esta integral

Caso 2

Si f(x) esuna funcién que est4 definida en todos los puntos del intervalo (—»,a] entonces
a . a
J' f(x)dx = hmJ' f(x)dx
—0 t—>—0Jt
Siempre que el limite exista. Si el limite existe se dice que la integral es convergente y si el limite no

existe se dice que la integral es divergente. La siguiente figura ilustra el area bajo la curva
correspondiente a esta integral
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Caso 3

Si f(x) esuna funcién que estd definida en todos los puntos del intervalo (—o,%0] entonces

J': f(x)dx I _: f(x)dx + J:O f(x)dx

lim ja f(x)dx + }imr f(x)dx

t——o0

En donde a es cualquier numero real. Para que esta integral converja es necesario que las dos integrales
sean convergentes, de otra forma la integral es divergente. La siguiente figura ilustra esta situacién

Y

y = f(x)

Ejemplo 1: Limite de integracion infinito

Calcule la integral impropia

J'°° dx
2 (x —1)3/2

Solucion

La siguiente figura muestra la gréfica de la funcién, asi como el area bajo la curva
correspondiente a la integral definida
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3

Observe que la funcién no estd definida en x =1, pero esté valor estd fuera del
intervalo de integracién [2,+0). La integral es impropia pues la funcién no estd

definida en el limite superior de integracién, entonces

J"’o dx  _
2 (x —1)%/2

¢
: dx

1 _ax
tl—{gJ‘z(x —1)3/2

Primero se debe calcular la integral indefinida

J' dx
(x _ 1)3/2

La integral se calcula facilmente haciendo la sustitucion

u=x-1
du = dx
Entonces
j dx _[_du
(x _ 1)3/2 (u)3/2
= J.u‘?’/Qdu
V2
-1
2
- -2
(x _ 1)1/2

Ahora se puede calcular la integral impropia

rd_x -
2 (x —1)%/2

dx

t
lim [ X
tlarg 2(x—1)3/2

14
. -2
=1 [ E—
tﬂ[u —1)72 L

-2

= lim[
t—ow (t —

- }Lrg[(t —1)z

=0+2
=2

Ejemplo 2: Integral con dos limites de integracion infinitos

Calcule la integral impropia

* dx
% (x2 + ,.2)3/2

Donde r es un constante

1)1/2 - (2 _ 1)1/2:|

=2 J ~lim(-2)
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Solucion

Primero se debe calcular la integral indefinida

J' dx
(x2 + 7‘2 )3/ 2
Para calcular esta integral es necesario utilizar sustitucién trigonométrica.

Hacemos

r
tang = X
r
x =rtand
dx = rsec20do

J' dx rsec? 60dé
2 + 7232 [(rtan0)2 . r2:|3/2

rsec? 6d6o
’ [rz tanZ 6 + r2]

_f rsec? 60d6 :J' rsec? 60d6
372

3/2

’ [rz (tan? 6 + 1)] [7"2(sec2 6’):|3/2

_ (rsec?0dd _ 1 [_do
r3secd  r?Jsechd

= %Icos&d@

”
= %sen@ +c

r

Como send = X se tiene que
x2 +r?
=1l _x L

J' dx
(x2 + r2)3/2 r.2 x2 N 7'2

Ahora se procede a evaluar la integral impropia

0 0 t
I 2 dx2 312 limJ‘ 2 dx2 3/2 +limJ. 2 de 3/2
—o (X% +1%) to>-od ¢ (x° +1?) tood 0(x” +1?)
0 ¢
mlL X | pml i x
t—>—o| 72 X2 +r2 ) o r2 x2 + 712 o

. 1 0 1 t . 1 t 1 0
lim | = - = + lim| = - =
H“’OLZ Jo+r2 e g r2} H"OL‘2 NI rQ}

I
5

Il
E.

1 t . 1 t
-t |+lim| = ———
H“’O[ r2Je er H"O[’"Z Nt + rzj
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Calculando los limites

1
: 1 t 1. 4 t 1 4. 1. 1
1 == — |t = - lim- =1 —_—
tinlo( r? Js2 +r2j r? tj)ngo( [2 +rzjl r? t—1>1—130 r2 t—1>1—130 [i2 4 2
t t
=L fim| L :—1( 1 j— 1
r2 t5-ow \/7 r —\/1-%-_0 r’
-1+
t2
1
. 1 3 1. t t 1. 1
1 | = =1 —_—_— | =1 —_—
tl—{g(ﬂ /t2+r2j thI—g(ﬂ/terrzjl r2 tl—g [i2 4 2
t
t
= 1 fim| L :L(;jzi
}"2 t—o0 1 7‘2 r2 4/]__,_0 r2
2
Ahora ya se puede obtener el resultado de la integral impropia
* dx . 1 ¢ (1 t
—— =1 | +1 _———
J‘foo (x% +r2)32 tirg’( N rzj ‘Lrg[ﬂ V2 + r2j
1 1
= — 4+ —
r2  r?
-2
2
D

Integral Impropia tipo 2

Se le llama integral impropia tipo 2 a las integrales que son discontinuas en algin punto del intervalo de

integracién

Caso 1

Si f(x) es una funcién que esta definida en todos los puntos del intervalo [a, b) y es discontinuaen x = b

, entonces

jb fx)da = limr f(x)dx
a t—>b" Ja

Siempre que el limite exista. Si el limite existe se dice que la integral es convergente y si el limite no
existe se dice que la integral es divergente. La siguiente figura ilustra el area bajo la curva

correspondiente a esta integral
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y = f(x)

Caso 2

Si f(x) esuna funcién que estd definida en todos los puntos del intervalo (a, b] y es discontinua en x = a

, entonces
b b
I f@dx = lim I £(x)dx
a —>a" Jt

Siempre que el limite exista. Si el limite existe se dice que la integral es convergente y si el limite no
existe se dice que la integral es divergente. La siguiente figura ilustra el area bajo la curva
correspondiente a esta integral

y=f(x)

Caso 3

Si f(x) esuna funcién que es discontinua en x = ¢, donde a@ < ¢ <b (a,b] entonces
b c b
I f(x)da = j f(x)dx+J f(x)dx

t b
- tlimj f@)dax + lim J f(x)dax
—>Cc Ja —ctJt

Para que esta integral converja es necesario que las dos integrales sean convergentes, de otra forma la
integral es divergente. La siguiente figura ilustra esta situacién
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y = f(x)

Ejemplo 3: integral impropia tipo 2

Calcule la integral impropia

/2
J' tan2 0do
0

Solucion

Observe que la funcién tané no esta definida para 6 = % ya que la funcién tangente

tiende al infinito cuando & tiende a % , razoén por la cual la integral es impropia y se

calcula de la forma siguiente

/2 t
j tan20df = lim I tan2 0 dé
0 t>Z 0

2

Como primer paso se debe calcular la integral indefinida.

Jtanz 6de

Utilizando la sustitucién tanZ?@ = sec?28 —1
J' tan? 0do = _[ (sec? 0 —1)do

=tanfd -0 +c
Ahora se puede evaluar la integral desde 0 hastat

t
J. tan?@ d¢ = [tand - 0]
0
= (tant —t) — (tan0 - 0)

=tant —¢

Finalmente se evalta el limite
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j tan2 0do
0
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¢
lim j tan2 0 do
t—)li 0

2
lim (tant —¢)
t>Z%

2
lim (tant) — lim (¢)

>~ >~
2 2

+00 — z

+00

7l2
Entonces la integral J tan? 0d@ es divergente
0

8

D
Ejemplo 4: integral impropia tipo 2
Calcule la integral impropia
0 1/x
I € S dx
-1 x
Solucion
La funcién que se va a integrar no esta definida en 0, entonces
0 _1/x 1/x
[ rax—1tim[ ¢lax
-1 X t>0"J -1 x
Como primer paso se debe calcular la integral indefinida.
1/x
e
dx
.[ x?
Utilizando integracién por partes
1/x
w=1 dv=2¢ 5 dx
x x
1 el/x 1
d - = — — _|plx [ L — _pllx
u 2 v J.x2 dx Je "2 dx e

Al integrar por partes se tiene

1/x 1 x . 1
Jeiae = Loty oo

1/x . 1

= _ex +I(e1/ )(—x—2)dx

= _& + el/x
X

— el/x (1 _ l)

X

Ahora se puede evaluar la integral desde —1 hasta ¢
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Finalmente se evalta el limite

= lim _el/t (1 - l) 2}
t—>0" t e

- lim elft(1 - l)] ~lim [2}
t—0" t t—>0 e

Para calcular el limite que hace falta se utilizar4 la regla de L'Hopital

lim [el" (1 - l)}
t—0" t

Este limite tiene forma 0-o ya que

e/l 5 g —>%—>O

1—0%—>1—(—oo)—>oo

Para que se pueda utilizar la regla de L'hospital el limite se expresa como
1

lim [el/t (1 - l)} ~ lim_t
t—>0" t t—0 e‘l/t

. o0
Que tiene forma —, entonces

o0
_1
hm[ew (1 _ lﬂ — lim —1
t—0" t t—0- eil/t
1
2
= lim t 1
t—>0" -1/t
()
_ __ 1 _ 1
50 e Ut 10 o
_1
o0
=0

Sustituyendo el valor de limite se tiene que la integral impropia es
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0 el/x

18

i topllx
dx = lim dx
t—0"J -1 x3
~ lim [el” (1 - l)} -
t—0" t
e
__2
e

Ejercicios sobre integrales impropias

2

e
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En los ejercicios siguientes, calcule la integral impropia que se propone, indique si la integral es
convergente o divergente. En el caso que sea convergente calcule su valor.

1.

g

R

11.
13.
15.
17.
19.
21.

23.

25. Parala funcién f(x) =

r3

Inx dx
0

3

dx
1 (x —1)2

dx

0o (x —1)2

. J' * In(x?)dx
0

|
ij

0 +1-x2

re
xIlnx dx
JO

o -+oo
tanx dx
Jo

2x

dx
x2 +4

- 1

Jo 2x2 + 5x + 2

1

X

>

x =1

2.

zl4
0. |
0

12

J
I

4 dx

4 (x +4)%3

dx

1 (x-1)3

J'l dx
0 x +x°

6
s.j X gy
4 \Jx —4

sec2x

—=dx
Jtanx

. -[0 yIn(2y) dy

14.

16.

18.

20.

22.

24.

0
e* dx

—00

0 1

—0 x2—3x+2

00

e “senx dx

1 dx
0 x2 +1
1 dx

“xZ2+x+9
3 x% 4+ 9x

a. Calcule el drea limitada por f(x), el eje x en el intervalo indicado y demuestre que ésta diverge.

b. Rote la regién anterior alrededor del eje x y calcule el volumen del solido generado y demuestre que
este volumen existe; es decir: la integral generada es convergente.



