2.2 Integrales trigonomeétricas

OBJETIVOS

e Calcular integrales que contienen potencias de las funciones seno y coseno.
e Calcular integrales que contienen potencias de las funciones tangente y secante.

e Calcular integrales que contienen potencias de las funciones cotangente y cosecante.

Caso 1

Para calcular una integral de la forma

Isenm xcos" x dx

En donde al menos una de las dos potencias es una potencia impar, se procede de la forma siguiente
a. Sim es una potencia impar se debe descomponer como
sen™x = sen™ ' xsenx
Ahora el exponente de la funcién seno es par, y se puede utilizar la identidad trigonométrica

2 2

sen“x =1—-cos“x

Para expresar la potencia sen™ ! x en términos de cosenos y luego hacer la sustitucién u = cosx
b. Sin esuna potencia impar se debe descomponer como
cos™x = cos" lxcosx
Ahora el exponente de la funcién coseno es par, y se puede utilizar la identidad trigonométrica

2 2

cos“x =1—-sen“x

Para expresar la potencia cos” ' x en términos de senos y luego hacer la sustitucién u = senx

Ejemplo 1: integracion de potencias impares de senos y cosenos

Calcule la integral

j‘sen2 2x cos® 2x dx

Solucion

Esta es una integral de la forma

Jsen’" xcos" x dx

En donde n es una potencia impar, por lo tanto, hay que descomponer la potencia impar
y en la forma cos™ x = cos™ ! cosx, utilizar la identidad cos?x = 1 — sen?x y hacer la
sustituciéon u = senx .

J.sen2 2xcos® 2x dx = | sen? 2xcos?2xcos2x dx

= | sen? 2x(1 —sen? 2x)cos2x dx

= (sen2 2x — sen? 2x)cos2x dx
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Ahora se puede hacer la sustitucién

u = sen2x
du = 2cos2x dx
%du = cos2x dx

Obteniéndose

Jsenz 2xcos’ 2x dx = J.(u2 - u“)(l du)
2

1 2 4
==|(u?-u*)du
Lz - ut)
:l(u_B_u_4)+c
2\ 3 4
Ly Ly

6 8

Como u = sen2x, la respuesta del problema es
Jsenz 2xcos’ 2x dx = %(sean)3 - %(sen2x)4 +c

%sen3 9% — Lsent 2 + ¢

Ejemplo 2: integracion de potencias impares de senos y cosenos

Calcule la integral

Jsen5 zx dx

Solucion

Esta es una integral de la forma

Jsen’" xcos" x dx

En donde m es una potencia impar y n es igual a cero, que se puede tomar como
potencia par, por lo tanto, hay que descomponer la potencia impar en la forma

2 2

sen™x = sen™ 'xsenx, utilizar la identidad sen?x =1-cos?x y hacer la

sustitucidon u = cosx .

sen? rxsenrzx dx

J‘sen"’ 7x dx

= (sen2 7rx)2 senzx dx

= (1 - cos? 7rx)2 senzx dx

Ahora se puede hacer la sustitucién

U = COSTX
du = —rsenzx dx
1
—-=du = senzx dx

T



UNIDAD 2: Técnicas de integracion

Obteniéndose

J‘sen"’ 7x dx
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|

(1 - 2u? + u4)du

(u

T
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3, 1

u +—u5)+c
5

Como u = coszx, la respuesta del problema es

Isen5 7x dx

T

T

A

—lcosnx + SlCOS X

2 1
coszTx — gcos?’ X + gcos5 X

J+e

~ L cosPaxte
594

3
T

Ejemplo 3: Integral por partes con exponencial natural

Calcule la integral

J

Solucion

cos’ ¢
3

dt

sent

Aunque en este problema aparece una potencia racional, al involucrar unicamente
potencias se senos y cosenos con un exponente impar, el problema se puede resolver

como en los ejemplos 1y 2

Jsen’" xcos" x dx

En donde n es una potencia impar y m es una potencia fraccionaria negativa, por lo

tanto, hay que descomponer la potencia impar en la forma cos®x = cos" !cosx,

utilizar la identidad cos?x = 1 — sen?x y hacer la sustitucién u = senx .

cos®t

dt
%sent

J

(sent

)2 cosPt dt

)—1/3

(sent) " cos?tcost dt

(sent)? (1 - sen®t)cost dt

[(sent)fl/3 - (sent)ms]cost dt

Ahora se puede hacer la sustitucién

sent

du

cost dt
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Obteniéndose

3
ICOS Lt = I(sent)_l/?’cos?’tdt

sent
_ J.[u*US — 53] du

Rk ‘e
T2 8
3 3
_ 3,23 _ 3,83,
2 8

Como u = sent, la respuesta del problema es

3
J‘ COSt gy — %(sent)w3 —%(sent)gl3 +c= %(sent)w3 (1 —isen2 t) +c

%sent

3(sent)?®(4 — sent
 B(sent)” (4 - sent)

Caso 2

- ________________________________________________________________________|
Para calcular una integral de la forma

jsenm xcos" x dx

En donde m y n son potencias son pares, se procede de la forma siguiente

a. Utilizar las siguientes identidades para reducir las potencias
sen’x = %(1 —cos2x) vy cos?x = %(1 + cos2x)

b. Desarrolle los productos y simplifique de tal manera de obtener la suma de varias integrales, es
posible que en algunas integrales haya que usar nuevamente las identidades de reduccién de
potencias o bien que sea necesario utilizar el caso 1

Ejemplo 4: integral trigonométrica con potencias pares

Calcule la integral

Jcos‘*x dx

Solucion

Cuando una integral de potencias de senos y cosenos tiene solamente exponentes pares,
hay que utilizar las siguientes identidades para reducir las potencias

sen?x = %(1 —cos2x) vy cos?x = %(1 + cos2x)

Al utilizar estas identidades para resolver el problema se tiene
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Jcos“ xdx = J(cosz x)2 dx

1 2
= J‘[E(l + cost)} dx
= lJ.(l + 2co0s2x + cos? Zx) dx
4
Observe que dentro del paréntesis aparece cos? 2x, razén por la cual hay que utilizar
nuevamente la identidad de reduccidén de potencias, ahora expresada como

cos?2x = %(1 + cosdx)

Entonces

J.cos“ xdx = 1+ 2cos2x + %(1 + cos4x)) dx

J
J
-4l

Las tres integrales que aparecen dentro del paréntesis son sencillas y se pueden
calcular directamente

Jcos4x dx = l(§x 4 2sen2x +lsen4x) e
412 2 2 4

+ 2c0s2x + % + %cos4x) dx

Y L Y

1
3 + 2c0s2x + lcos4x) dx
2 2

= §x + lsen2x + Lsen4x +c
8 4 32

Ejemplo 5: Integral trigonométrica con potencias pares

Calcule la integral

Isen“ xcos?x dx

Solucion

Cuando una integral de potencias de senos y cosenos tiene solamente exponentes pares,
hay que utilizar las siguientes identidades para reducir las potencias

sen’x = %(1 —cos2x) vy cos?x = %(1 + cos2x)

Al utilizar estas identidades para resolver el problema se tiene

2
J.sen“ xcos?x dx = J(senz x) cos?x dx

= J.[%(l - cost)}2 [%(1 + cos2x)} dx

%J.(l — 2c0s2x + cos® 2x)(1 + cos2x) dx

%J‘(l —2c082x + cos?2x + cos2x — 2cos? 2x + cos? Zx) dx
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Jsen“ xcos?x dx = éj.(l — cos2x — cos? 2x + cos® 2x) dx

= lJ.dx - lJ‘COSZx dx — lJ.cos2 2x dx + lJ-cos3 2x dx
8 8 8 8
—_—

1 2 3 4
La primera y la segunda integral se calculan directamente, para calcular la tercera
integral es necesario utilizar nuevamente la identidad de reduccién de potencias

cos?2x = %(1 + cosdx)

Calculando la integral 3
lJ‘cos2 2x dx = lJ-l(l + cosdx) dx
8 8J2

= LJ‘(l + cos4x) dx
16

= L(x + lsen4x)
16 4
= Lx + Lsen4x
16 64

La cuarta integral tiene una potencia impar, por lo que se calcula utilizando la técnica
de los primeros 3 ejemplos resueltos

éj.cos‘3 2x dx = %J.cos2 2x cos2x dx

= éj.(l — sen? 2x)cost dx

Ahora se puede hacer la sustitucion

u = sen2x

du = 2cos2x dx

%du cos2x dx

La integral 4 se calcula como

lJ‘cos3 oxdx = L (1 - uz)(l du)
8 8 2

1 2
=—\|(1-u*)du
o) @)
- L(u_lu3)
16 3
=1 cenox - Lgendox
16 48

Remplazando los resultados de las integrales 3 y 4 y calculando las integrales 1y 2 se
obtiene la respuesta del problema

J.sen4 xcos?xdx = Lx - l(w) - (Lx + ésenélx) + (isean - %Ssen?’ Zx) +c

8 8 2 16 16

= lx —Lsen2x - ix - Lsen4x + isen2x - Lsen3 2x + ¢
8 16 16 64 16 48

=Ly 1 gendxr—Lsend2x+c
16 64 48
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Caso 3

- ___________________________________________________________________________________________________}
Para calcular una integral de la forma

j‘tan’” xsec” x dx

En donde = es una potencia par y m puede ser potencia par impar o racional

a. Descomponer la potencia par m de la siguiente forma

sec™ x = sec™ 2 xsec?

x
b. Utilice la identidad sec?x = 1+ tan?x para expresar sec” 2x en términos de tanx .
c. Hacer la sustitucién u = tanx ya que el diferencial es du = sec?x dx

Para calcular una integral de la forma

j‘cot’” xesce x dx

En donde 7 es una potencia par y m puede ser potencia par impar o racional
a. Descomponer la potencia par m de la siguiente forma

csc™x = csc™ 2 xcsc?

x
b. Utilice la identidad csc?x =1 + cot?x para expresar csc” 2x en términos de cotx .

c. Hacer la sustitucién u = cotx ya que el diferencial es du = —csc?x dx

Ejemplo 6: integral trigonométrica con tangentes y secantes

Calcule la integral

Jtan“ xsectx dx

Solucion

Cuando en una integral de potencias de tangentes y secantes, la funciéon secante tiene
exponente par, el problema se resuelve descomponiendo la potencia de la funcién

secante en dos partes. La primera para obtener el diferencial sec?x dx, la otra

potencia de la secante se convierte a la funcién tangente utilizando la identidad

2

sec?x =1+ tan?x y luego se realiza la sustitucién v = tanx .

Al seguir el procedimiento descrito se tiene que

J.tan4xsec4x dx = |tan*xsec?

xsec?x dx

= | tan* x(l + tan?2 x)sec2 x dx

= (tan4 x + tan® x)sec2 x dx

Haciendo la sustitucién
u =tanx

du = sec®x dx

Se obtiene una integral que se calcula facilmente
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J.tan“xsec4 xdx = J.(u‘1 + uG) du

S VIR N
5 7
1

Liandx+Ltan7x + ¢
5 7

Caso 4

Para calcular una integral de la forma

Itanm xsec x dx

En donde m es una potencia impar y n puede ser potencia par impar o racional
a. Descomponer la potencia impar m de la siguiente forma
tan™x = tan™ ! xtanx , donde m —1 es par
b. Descomponer la otra potencia como
secx = sec” lxsecx

c. Utilice la identidad tan?x = sec?

x —1 para expresar tan” ' x en términos de secx .
d. Hacer la sustitucién u = secx ya que el diferencial es du = secxtanx dx

Para calcular una integral con las funciones cotx y cscx el procedimiento es equivalente, solo que
se utiliza la identidad

cot?x = cscZx -1

Ejemplo 7: integral trigonométrica con cotangentes y cosecantes

Calcule la integral

JcotS 2x csc? 2x dx

Solucion

Las integrales que contienen potencia se cotangentes y cosecantes se calculan con los
mismos procedimientos que se utilizan para las potencias de tangentes y secantes.
Cuando la funcién cotangente tiene exponente impar se deben descomponer las
potencias para obtener el diferencial cotxcscx dx , luego la potencia que queda de la

funcién cotangente se convierte a cosecantes utilizando la identidad cot?x = csc?x — 1

y finalmente se hace la sustituciéon u = cscx

Al seguir el procedimiento descrito se tiene que

Icot3 2xcsc? 2x dx = Jcotz 2x csc? 2x esc2x cot 2x dx

= J(csc2 2x — 1)csc2 2x csc2x cot2x dx

Haciendo la sustitucién
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u = csc2x

du = —2c¢sc2xcot2x dx
—%du = csc2xcot2x dx

Se obtiene una integral que se calcula facilmente

Jcot3 2xcsc® 2x dx = J.(u2 - l)u2 (—%du)

— It —u2)a
5 (u* —u?)du
:_1(”—5—u3)+c
205 3
3 5
e,
6 10

Sustituyendo u = csc2x se obtiene la respuesta del problema

3 5
Icot3 2xcscd 2 dy = SSC 28 €sCP2x
6 10

9

Ejemplo 8: Integral trigonométrica con cotangentes y cosecantes

Calcule la integral

Solucion

Icot"’ x dx

Observe que esta integral contiene solo la potencia de la cotangente. Aunque no
aparece la funcién cosecante, como la cotangente tiene potencia impar, el problema se

puede resolver de forma parecida al ejemplo 7.

Cuando la funcién cotangente tiene exponente impar se deben descomponer las
potencias para obtener el diferencial cotxcscx dx, luego la potencia que queda de la

funcién cotangente se convierte a cosecantes utilizando la identidad cot?x = csc?x —

y finalmente se hace la sustituciéon u = cscx

Al seguir el procedimiento descrito se tiene que

Icot5 x dx = | cot* xcotx dx
. , 2
= (cot x) cotx dx
. , )
= (csc X —1) cotx dx
Haciendo la sustitucién
U = cscx
du = —cscx cotx dx
_du _ cotx dx
cscx
_du _ cotx dx

1
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Al sustituir en la integral se obtiene

Icot5x dx = J(cscz X - 1)2 cotx dx

o 2] - 2

4 2
—J(u3 —2u+l)du = —(uj——zg +ln|u|)+c
u

Finalmente sustituimos
u = cscx
4 2
Jcot5x dx = —(u? - 2% + ln|u|) +c

1
—chc4 x +csc?x — Infesex| + ¢

Caso 5

Para calcular una integral de la forma

J‘tan’” xsec” x dx

En donde m es una potencia par y n es una potencia impar, se sugiere utilizar integracién por partes
como se muestra en el ultimo ejemplo

Ejemplo 9: integral trigonométrica con cotangentes y cosecantes

Calcule la integral

Jsec3 2x dx

Solucion

Observe que esta integral contiene solo la potencia de la secante y el exponente no es
par. En este problema no se puede utilizar ninguno de los procedimientos utilizados
en los ejemplos anteriores y se debe utilizar una estrategia diferente.

El problema se resuelve utilizando integracién por partes, como se muestra a

continuacién
J‘sec‘g 2x dx = Jsecz 2xsec2x dx
Haciendo
U = sec2x dv = sec?2x dx
du = 2sec2xtan2x dx v = %tan2x

Aplicando la integracién por partes
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JsecS 2x dx = Isec2 2xsec2x dx

uv —Iv du

(sec2x)(%tan2x) - I(%taan)(2sec2xtan2x) dx

%sechtan2x — | tan? 2xsec2x dx

%sechtan2x - (sec2 2x — 1)sec2x dx

J.sec3 2x dx = %sechtan2x — | sec®2x dx + J.sec2x dx

Observe que en el lado derecho se repite la integral que se esta calculando. Se debe
trasladar al lado izquierdo de la igualdad para despejarla.

2Ise03 2x dx = %sechtan2x + Jsech dx

La integral en el lado derecho se calcula directamente por las formulas de integracién

ZJ.sec3 2x dx = %sec2xtan2x + %1n|sec2x +tan2x| + ¢

J.sec3 2x dx = isechtan2x + iln|sec2x +tan2x| + ¢

Ejercicios sobre integrales de potencias trigonométricas

En los ejercicios siguientes, calcule la integral que involucra funciones trigonométricas

1. j‘sen?“ 2x dx 2. j‘sen5 5x dx
3. Icscz (ﬁ)dx 4. JtanQ (ﬁ)dx
2 3
5. J 12 dx 6. JsenQ 20cos® 26
sec?x
7. Jtan5 2x - sec2x - dx 8. Jtan5 3x - sec3x - dx
J'sec“ 2% g 10 J'sec“ 3% g
tan? 2x tan® 3x
3 3
11. I tan° 0,4 12. I tan° 0,4
sec2d sec’ @
6
13. Isen3 x cos®x dx 14. JMdQ
tan? 6
15. Icos3 2x dx 16. Icos“ 2x dx
17 ﬂdg 18 J‘Mdg
‘Jsené send o
19. j‘cose 3xdx 20. j‘cot5 3xdx

21. Jtan5 rxdx 22. Jcsc“ rxdx



UNIDAD 2: Técnicas de integracion 2.2 Integrales trigonométricas 12

4
23. J‘tan5 3x -sec?3x - dx 24. J.Mdﬁ
tan2 @
25. Jsec5 2x dx 26. dex
secx
97 J'cotx +csex g, 28 J'cotx + csczxdx
senx 1-cos?x

. 2
29. cotx +cscx g 30. J' cotd do

J sen? x senZé
31. X senx cosx dx 32. xcos? x senxdx
33. sen2x cos3x dx 34. cosbx cosTx dx
35. sen3x sen6x dx 36. sendx cosx dx




