1.4 Matriz inversa

OBJETIVOS

e Calcular la matriz inversa de una matriz cuadrada por operaciones elementales.
e Calcular la matriz inversa de una matriz cuadrada por el método de cofactores.

e Resolver un sistema de ecuaciones por el método de la matriz inversa

Matriz inversa

Si A esuna matriz cuadrada, la matriz inversa de A, representada como A7!, esaquella matriz que
al multiplicarla por A da como resultado la matriz identidad I , es decir

AATY = ATA =T

No todas las matrices cuadradas tienen inversa, si la matriz A tiene inversa se dice que A esinvertible.
Sila matriz inversa de A no existe se dice que A no es invertible.
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Calculo de la matriz inversa por operaciones elementales

. . 1 2 7 -2 .
por ejemplo las matrices A = y = 1 son inversas una de la otra ya que al efectuar

sus productos se tiene

Para calcular la matriz inversa de una matriz cuadrada A de n xn, siga el procedimiento siguiente
Escriba la matriz aumentada de [A I], deorden n x2n, endonde I esla matriz identidad de orden
nxn.

Efectte operaciones elementales hasta obtener la matriz escalonada reducida.

Sila matriz escalonada reducida tiene la forma [I B], entonces B esla matriz inversa. sila matriz

resultante del lado izquierdo no es la matriz identidad n xn entonces B no es la matriz inversa y la
matriz A no es invertible.

Calculo de la matriz inversa por cofactores

Matriz adjunta
Sea A una matriz cuadrada de nxn ysean A; todos los cofactores de la matriz A. Entonces la

matriz adjunta de A es la matriz transpuesta de la matriz de cofactores, es decir



1.4 Matriz inversa
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T
1 G Cin
adjA = Ca1 Co2 '+ Cgy
cnl cn2 Cnn
Sila matriz A esinvertible entonces detA # 0
At =L agia
4]
Ejemplo 1: Calculo de matriz inversa de 2 por 2
Dada la matriz
1 -3
2 5

a. Encuentre la matriz inversa por el método de operaciones elementales.

b. Encuentre la matriz inversa por el método de cofactores.

Solucion

a. Construyendo la matriz [A ]

1 -3 10
2 5 01
Efectuando operaciones elementales hasta obtener la matriz escalonada reducida

F1x(-2)+ F2 > F2

[1 -3 1 0}
0 11 -2 1
F2+(Q11) —» F2
1 -3 1 0
o 1 4l
F2x(-3)+F1 > F1
{1 0o = %}
01 b

Como la matriz escalonada reducida tiene la forma [I B], se concluye que la matriz A

es invertible y su matriz inversa es
5 3

A1 = 11 11 _ 1 5 3
2 17 11[-2 1
11 11

Para encontrar la matriz inversa por el método de cofactores, primero se calcula el

b.
determinante de la matriz A
1 -3
|A| = ‘2 5 =1)B)-(-3)2)=5+6 =11

Como el determinante es diferente de cero, la matriz A es invertible.
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Calculando los 4 cofactores de la matriz A

¢, =+5
g = —2
¢y = —(-3)=3
Cog = +1

La matriz adjunta es

T T 1
5 -2 5 3
Cy1 Coo 3 1 -2 1

Ahora se puede calcular la matriz inversa

5 3

AlzLade:i[5 3}: 11 11
|A] -2 1] |_2 1

11 11

Ejemplo 2: Calculo de matriz inversa de 3 por 3

Dada la matriz

11 -3
1 2 -1
2 3 -3

a. Encuentre la matriz inversa por el método de operaciones elementales.
b. Encuentre la matriz inversa por el método de cofactores.

Solucion

a. Construyendo la matriz [A i I]

11-3'100
12 -11010
2 3 -310 0 1
Efectuando operaciones elementales hasta obtener la matriz escalonada reducida
Flx(-1)+ F2 —» F2

F1x(-2)+ F3 - F3

11-3/1 00

01 21-11

01 3:-2 0 1
F2x(-1)+ F1 - F1
F2x(-1) + F3 > F3

10 512 -10

01 21-1 1 0

00 1:-1-11

F3x(B)+ F1 > F1
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F3x(-2)+ F2 —» F2
1 0 0!-3 -6 5
0101 3 -2
00 1:1-1 -1 1
Como la matriz anterior tiene la forma [I A‘l], se concluye que la matriz inversa,

de la matriz A es

-3 -6 5
Alt=]1 38 -2
-1 -1 1

b. Para encontrar la matriz inversa por el método de cofactores, primero se calcula el
determinante de la matriz A

11 -3
Al =1 2 -1 :(1)‘2 _;‘ = (D[-6+ 3] - ([-3 + 2] + (-3)[3 - 4]
2 3 -3 -
=D(E3) - DD + (=3)(-1)
=-3+1+3
=1

Como el determinante es diferente de cero, la matriz A es invertible.
Calculando los 9 cofactores de la matriz A

+2 ! +(-6+3)=-3
C = = — = —
11 3 -3
1 -1
Cig = — =—(-3+2)=-(-1) =1
o=y - -csen -
1 2
cg =+ =+(3-4)=-1
w=ly o=@
1 -3
Cy = — =—(-3+9)-6
n=ly J=-t+9)
1 -3
Cog = + =+(-3+6)=3
w=tly - rsee)
11
5=y 4=~
1 -3
Cqy =+ =+(-1+6)=5
w= iy = r1ee)
1 -3
Cqg = — =—(-1+3)-2
v e
11
Ca3 = +|, ‘:+(2—1):1
La matriz inversa es
3 1 -11" [-3 -6 5
Al=Lagia =16 3 1] =| 1 3 -2
Al 1

5 -2 1 -1 -1 1
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Matriz inversa y sistemas de ecuaciones

El sistema de n ecuaciones con n incognitas

a1 g Qi || %1 by
Qg1 Qg Qon || %2 | _ by
G, Qe ... G, %, b,
puede escribirse en forma compacta como
AX =B

donde A esla matriz de coeficientes, X esla matriz de las incégnitasy B es la matriz de términos
independientes. Sila Matriz A~! existe se puede multiplicar ambos lados de la ecuacién anterior por
A-1

A1AX = A'B
IX = A'B
X =A"'B

vaque A 'A esiguala I yla matrizidentidad es la matriz neutra es decir que al multiplicar IX el
resultado es X

Por lo tanto, si la matriz inversa existe, el sistema de ecuaciones tiene solucién tinica dada por A~'B

Ejemplo 3: Solucion de un sistema de ecuaciones por matriz inversa
_________________________________________________________________________

Resuelva el siguiente sistema de ecuaciones utilizando el método de la matriz inversa
2

w + X + z

w

+ o+

0
= 4
1

e o <

+ o+

N N
|

Solucion

Al escribir el sistema en forma matricial se tiene

110 1w] [2
1010x_0
011 1| y| |4
0 0 1 1) =z 1

Ahora se calcula la matriz inversa de la matriz de coeficientes. El célculo se realizara
utilizando operaciones elementales

110111000
10100100
01 11:00 10
0011i0 00 1

Efectuando operaciones elementales hasta obtener la matriz escalonada reducida
Fl1x(-1)+ F2 —» F2
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1 10 1
0 -1 1 -1
0 11 1
0 01 1

F2+(-1) > F2
11 0 1
01 -11:
01 1 1.
00 11}

F2x(-1)+F1 > F1
F2x(-1)+ F3 > F3
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F3x(-1)+F1 > F1
F3xQ1)+ F2 > F2
F3x(-2)+ F4 > F4

100 -1
010 2
00 1 1
000 -2i—
F4a:(-2) > F4

100 -110
010 21
001 1'0
000 111

"9

F4x(1)+ F1 > F1
Fax2)+ F2 —» F2
F4ax(-1)+ F3 > F3
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Como en el lado izquierdo de la matriz se ha obtenido la matriz identidad, la matriz de
lado derecho es la matriz inversa, es decir

111
2 2 2
O o0 1 -1

Al =
111
2 2 2
111
L2 2 2

La solucién del sistema se obtiene multiplicando la matriz inversa por la matriz de
términos independientes

11 1 4]
w 2 2 2 2 -1
X 0 0 1 -1 0 3
=l 1 1 1 =
M N
z 11 1 1 0
L 2 2 2 i
(1 1 1 _
w = 2)<2>+(2)<0>+( 2)<4>+<0><1> 1
x = (0)(2) +(0)(0) + (1)(4) + (-1)(1) = 3
(1 1 1 _
y = ( 2)(2) ¥ (2)<0> ¥ (2)<4> £ (O =1
(1 1 1 _
z—(2)<2>+( 2)<0>+( 2)<4>+<1><1> 0
Es decir que la tGnica solucién del sistemaes w=-1, x=3, y=1, z=0

Ejercicios sobre matriz inversa

En los ejercicios siguientes, calcule la matriz inversa utilizando operaciones elementales

1 -1 2 -3
1. 2.
11 5 4
2 1 3 2 4 0
3. [1 0 —4 4. (1 3 5
39 5 7 2 -5
3 -1 1 0 1
5. |11 -6 6. |3 4 2
12 2 -2 3 -1
1 2 -3 4 1 -1 -6 3
3 -1 2 4 3 -1 2 4
7 8
-1 1 6 -3 1 2 -3 4
L0 3 1 2 0 -3 -1 -2
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En los ejercicios siguientes calcule la matriz inversa utilizando el método de cofactores

S o s

2 1 3 1 0 1
11. (1 0 -4 12. 3 4 2
39 5 -2 3 -1
En los ejercicios siguientes, resuelva el sistema de ecuaciones utilizando el método de la matriz inversa
13, © Y 4 ©
x -y = 2 -x +4y =1
2 — 3y + 2z = -1 2x -4z = 2
15. -3x +2y + z = 1 16. x 43y +2z = 8
4 +y -3z = 4 2x 4+ y -3z = -14
-y - w - z = 2 x + 4y - z + 3w = 10
17, x -y + w + z = -3 18. 2x + 2y -14z = 44
2x + 2y - 2w - 2z = 4 x + 8y + 4z - 8w = 3
x -y + w - z = 2 5x +17y - bz +13w = 44

En los ejercicios siguientes determine el valor de & para que la matriz dada sea invertible

k. -k 3 k 0 0
19. A=|0 1+k 1 20. A=k 2 k
kR -8 k-1 0 k k

21. Sea A = ,donde a,b,c # 0. Encuentre A~! y muestre que AA™! =1
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