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1.2 Sistemas de ecuaciones lineales

En esta seccion se estudian los métodos de Gauss y Gauss-Jordan para resolver sistemas de m ecuaciones
lineales con n incégnitas.

Sistemas de ecuaciones lineales

Un sistema de m ecuaciones lineales, con n incognitas se define como
Q%) + QX + o0+ X, = by

Q91X + QgeXy + -+ + Gy, X, = by

.+ T E T

amlxl + am2x2 +oeet amnxn = bm

En donde los numeros a;; son los coeficientes de las variables x; y los nimeros b; son los términos

independientes en cada una de las ecuaciones.
Un sistema de ecuaciones se puede representar como un producto de matrices en la forma siguiente

a1 Og Qi || % by
Qg1 Q9o Gon || *2 | _ b,
aml am2 amn xn bm
En donde la matriz
a1 G iy
a a a
A = | %21 22 on
aml am2 amn

Es la matriz de coeficientes, la matriz

2]
X =|™
_xn _
Recibe el nombre de matriz de incégnitas y la matriz
b
B-|®
_bm .

Recibe el nombre de matriz de términos independientes. El sistema se puede representar en forma
compacta como
AX = B
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Ejemplo 1: Representar un sistema como producto de matrices

Represente los sistemas de ecuaciones como un producto de matrices
2x +4y + 6z =18

2x + 4y + 6z =18
a. 4x + by + 6z = 24 b.

4x + by + 62z = 24
3x+y—-2z=4

Solucion

a. El primer sistema se representa en forma matricial como
2 4 6][x 18
4 5 6|y|=|24
3 1 -2z 4

b. Elsegundo sistema se representa como

X
2 4 6 [18
45 6|7 |24
Z

Matriz aumentada

Un sistema de ecuaciones también se puede representar utilizando la matriz a aumentada del sistema, que
consiste en agregar a la matriz de coeficientes una columna que contiene los términos independientes. En
general la matriz aumentada esta dada por

Gy Gy e @, b
Qg1 Qgy ay, by
aml am2 amn bm

Ejemplo 2: Matriz aumentada de un sistema

Escriba la matriz aumentada del sistema de ecuaciones
2x +4y + 6z =18

4x + 5y + 62 = 24

3x —2z =4
Solucion
La matriz aumentada es
2 4 6 18
4 5 6 24
3 0 -2 4
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Operaciones elementales

En la matriz aumentada de un sistema de ecuaciones se pueden realizar tres operaciones llamadas
operaciones elementales de renglén. Estas operaciones no cambian la soluciéon de un sistema de ecuaciones
y son las siguientes

Intercambiar dos filas o renglones: F, < F,

Esta operacién elemantal indica que se pueden intercambiar la posicién del rengléon i con la posicién del
renglén j. En el siguiente ejemplo se cambia el primer renglén con el segundo renglén

6 18]
6 24
-2 4

6 24]
6 18

Multiplicar o dividir una fila por un nimero distinto de cero: cF. — F,

Esta operacion indica que se puede multiplicar o dividir cualquier fila por un ntmero diferente de cero sin
cambiar la solucién del sistema de ecuaciones. En el siguiente ejemplo la primera fila de la matriz se divide
entre 2

2 4 6 18]
45 6 24
3 0 -2 4]
2> R

12 3 9]
45 6 24
30 -2 4]

Sumar un multiplo de una fila a otra fila: cR, + R, - R,

Esta operacién indica que al multiplicar todos los elementos de una fila por un nimero c¢ y sumar los
resultados con los correspondientes elementos de otra fila, la solucién del sistema de ecuaciones no se
altera. En el ejemplo siguiente la fila 1 se multiplica por -4 y se suma con la fila 2. Observe que la fila 1
no cambia, solo se modifica la fila 2 que es sobre el cual se efectiia la operacion.

12 3 9
45 6 24
30 -2 4
_4F, + F, - F,

1 2 3 9
0 -3 -6 -12
-3 0 -2 4
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Matriz escalonada

Una matriz se encuentra en forma escalonada si cumple las condiciones siguientes:

i. Todas las filas, si las hay, cuyos elementos son todos cero; aparecen en la parte inferior de la
matriz.

1.  En cualquier fila (comenzando por la izquierda), el primer nimero diferente de cero debe ser 1.

iii. En cualquier fila que no contiene solo ceros, el primer 1 debe estar colocado a la derecha del primer
1 de cualquier fila superior. Al primer 1 en cada fila se le suela llamar pivote.

El siguiente ejemplo muestra una matriz escalonada por renglones

1 -1 6 4
0 1 -2 -8
0 0 0 1
0O 0 0 O

Matriz escalonada reducida

Una matriz se encuentra en forma escalonada reducida si cumple las condiciones siguientes:
1.  Esuna matriz escalonada.

1. Cualquier columna que contiene el primer 1 (pivote) de una fila, tiene ceros en el resto de sus
elementos.

El siguiente ejemplo muestra una matriz escalonada reducida.

10 60
01 -220
00 01
00 OO

Los métodos estudiados en esta secciéon utilizan las operaciones elementales para transformar la
matriz aumentada del sistema de ecuaciones a una matriz que tenga la forma escalonada o la forma
escalonada reducida segin el método utilizado.

Método de eliminacion Gaussiana

Este método utiliza la matriz escalonada para obtener la solucién del sistema. Aunque se requieren
menos operaciones para obtener la matriz escalonada, serd necesario realizar operaciones algebraicas para
despejar las incégnitas. El procedimiento en este método es el siguiente

1.  Escriba la matriz aumentada del sistema.
ii. Efectde operaciones elementales en la matriz aumentada hasta obtener la matriz escalonada.
11. A partir de la matriz escalonada, reescriba el sistema de ecuaciones equivalente.

iv. A partir de la Gltima ecuacién despeje la Gltima incégnita y luego use sustituciones hacia atrés
para despejar las demas incégnitas.

Método de Gauss-Jordan

Este método utiliza la matriz escalonada reducida para obtener la solucién del sistema. Aunque se
requiere realizar mas operaciones elementales para obtener la matriz escalonada reducida, no se requiere
mayor trabajo adicional para obtener las incégnitas. El procedimiento en este método es el siguiente
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1.  Escriba la matriz aumentada del sistema.

1. Efectte operaciones elementales en la matriz aumentada hasta obtener la matriz escalonada
reducida.

ii. A partir de la matriz escalonada reducida, reescriba el sistema de ecuaciones equivalente.

iv. Obtenga la solucién del sistema de ecuaciones.

Caracteristicas de las soluciones de un sistema de ecuaciones

Cuando se resuelve un sistema de m ecuaciones con n incognitas puede ocurrir una de las tres
situaciones siguientes:

El sistema tiene tnica solucién:

Esto sucede cuando el sistema equivalente de ecuaciones que se obtiene a partir la matriz escalonada o
escalonada reducida tiene n ecuaciones con n incégnitas y de la Gltima ecuacién se puede despejar el
valor de la ultima incégnita.

Por ejemplo, si el sistema equivalente de ecuaciones es:

x = b
y = -3
z = 10

El sistema tiene infinitas soluciones:

Esto sucede cuando el sistema equivalente de ecuaciones que se obtiene a partir de la matriz escalonada o
escalonada reducida tiene mas incdgnitas que ecuaciones. En éste caso, la diferencia entre el niimero de
incoégnitas y el nimero de ecuaciones da el namero de variables independientes del sistema.

Por ejemplo, si el sistema de ecuaciones equivalente es:

x — 2y + z -1

y - 3z

El sistema no tiene solucién:

Esto sucede cuando la ltima fila de la matriz escalonada o escalonada reducida que no contiene solamente
ceros, es equivalente a una ecuacién de la forma Ox, =1. En éste caso se dice que el sistema de

ecuaciones es inconsistente.

Por ejemplo, si el sistema de ecuaciones equivalente es

Il
I
—

x - 2y + z

Il
=}

y — 3z
0z = 1
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Ejemplo 3: Solucion de un sistema con unica solucion

Resuelva el sistema de ecuaciones
2x +4y + 6z =18

4x + 5y + 62 = 24
3x+y—-2z=4
a. Utilizando el método de eliminacién gaussiana

b. Utilizando el método de Gauss-Jordan

Solucion

a. El primer paso en cualquiera de los dos métodos es escribir la matriz aumentada del
sistema, que consiste en agregar a la matriz de coeficientes una columna con los términos

independientes
2 4 6 18
4 5 6 24
31 -2 4

Ahora se procede a efectuar operaciones elementales hasta obtener la matriz escalonada
Fila 1 dividido entre 2

1 2 3 9
4 5 6 24
31 -2 4

Con el 1 de la primera fila, llamado pivote se procede a hacer las operaciones elementales
para convertir en ceros los elementos por debajo del pivote.

Fila 1 por -4 mas fila 2 en fila 2

Fila 1 por -3 mas fila 3 en fila 3

1 2 3 9
0 -3 -6 -12
0 -5 -11 -23
Ahora el primer elemento de la segunda fila debe ser 1
Fila 2 dividido entre -3
1 2 3 9
0 1 2 4
0 -5 -11 -23
Con el pivote de la segunda fila, hay que hacer cero todos los nimeros por debajo de él
Fila 2 por 5 mas fila 3 en fila 3

1 2 3 9
01 2 4
0 0 -1 -3
Finalmente, para obtener la matriz escalonada se multiplica la fila 3 por -1.
1 2 39
01 2 4
001 3

Al escribir el sistema de ecuaciones equivalente a partir de la matriz escalonada se tiene
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x + 2y + 3z =9
y + 2z = 4
z = 3

Como el sistema equivalente tiene 3 ecuaciones con 3 incdgnitas, tiene Unica solucién.
Al realizar sustituciones hacia atras para despejar las incégnitas se tiene

z=3
Despejando y
y+2z=4
y=4-2z=4-23)=-2
y=-2
Despejando x
x+2y+3z2=9
x=9-2y-32=9-2(-2)-3(3) =4
x =4
Por lo que el sistema tiene solucién unica
x=4, y=-2, z=3

b. En el método de Gauss-Jordan hay que hacer ceros los nimeros que estan por debajo y
por arriba del pivote. La matriz aumentada del sistema es

2 4 6 18
4 5 6 24
3 1 -2 4

Ahora se procede a efectuar operaciones elementales hasta obtener la matriz escalonada
Fila 1 dividido entre 2

1 2 3 9
4 5 6 24
31 -2 4

Con el 1 de la primera fila, llamado pivote se procede a hacer las operaciones elementales
para convertir en ceros los elementos por debajo del pivote.

F1x(-4)+ F2 > F2
F1x (-3) + F3 —» F3
1 2 3 9
0 -3 -6 -12
0 -5 -11 -23
Ahora el primer elemento de la segunda fila debe ser 1
F2 + (-3) —» F2
1 2 3 9
0 1 2 4
0 -5 -11 -23
Con el pivote de la segunda fila hay que hacer ceros los nimeros por arriba y por debajo
de él
F2x (-2) + F1 —» F1
F2x(5)+F3 > F3
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1 0 -1 1
01 2 4
0 0 -1 -3
Ahora hacemos que el primer nimero de la tercera fila sea 1
F3x (-1) - F3
1 0 -1 1
01 2 4
00 1 3

Finalmente, con el primer 1 de la tercera fila hacemos cero todos los niimeros por encima
de ese 1

F3x@1)+F1 > F1
F3 x (-2) + F2 - F2
1 00 4
01 0 -2
0 01 3
La matriz anterior es escalonada reducida. El sistema equivalente de ecuaciones es
x = 4
y = -2
z = 3

El cual tiene solucién tnica.

Ejemplo 4: Solucion de un sistema inconsistente

Resuelva el sistema de ecuaciones por el método de eliminacién gaussiana

Solucion

2x + 4y = 18
4x + by = 24
3x + y = 4

El primer paso en cualquiera de los dos métodos es escribir la matriz aumentada del
sistema, que consiste en agregar a la matriz de coeficientes una columna con los términos
independientes

2 4,18
4 5,24
3 1! 4

Ahora se deben realizar operaciones elementales hasta obtener la matriz escalonada.
Dividiendo la fila 1 entre 2 para hacer 1 el primer ntimero de la fila 1

F1-:(2) > F1
129
4 5124
3 114

Con el 1 de la primera fila, llamado pivote se procede a hacer las operaciones elementales
para convertir en ceros los elementos por debajo del pivote.
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F1x (-4) + F2 —» F2
F1x(-3)+ F3 - F3

1 219
0 -31-12
0 -51-23

Ahora el primer elemento de la segunda fila debe ser 1
F2 +(-3) - F2

1 29
0 1! 4
0 -51-23

Con el pivote de la segunda fila hay que hacer ceros los nimeros por debajo de él
F2x (5)+ F3 > F3

1 29
014
0 01-3

Ahora hacemos que el primer nimero de la tercera fila sea 1
F3 x (-3) — F3

1 219
0114
0 011

La matriz anterior es una matriz escalonada. El sistema de ecuaciones equivalente es
x + 2y =9
y = 4
0 =1

Al observar la dltima ecuacidén en el sistema equivalente, se concluye que el sistema de
ecuaciones es inconsistente y por lo tanto no tiene solucién

Ejemplo 5: Solucion de un sistema con infinitas soluciones

Resuelva el sistema de ecuaciones por el método de eliminacién gaussiana

Solucion

2x +4y + 6z =18
4x + by + 62 = 24

El primer paso en cualquiera de los dos métodos es escribir la matriz aumentada del
sistema, que consiste en agregar a la matriz de coeficientes una columna con los términos

independientes
2 4 6,18
4 5 6,24

Dividiendo la fila 1 entre 2 para obtener el primer 1
F1+(2) »> F1
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1 2 3.9
4 5 6,24
Haciendo cero el 4 por debajo el pivote de la primera fila
F1x (-4) + F2 > F2

1 2 31 9
0 -3 -6 -12

Dividiendo la fila 2 entre -3 para que el primer nimero distinto de cero en la segunda

fila sea 1
1 2 3,9
01 24

La matriz anterior es una matriz escalonada. El sistema de ecuaciones equivalente es

F2 + (-3) - F2

x + 2y + 3z =9
y + 2z = 4
El sistema tiene infinitas soluciones pues tiene mas incdgnitas que ecuaciones. El

numero de variables arbitrarias se obtiene restando el nimero de incégnitas menos el
numero de ecuaciones. En este ejemplo

Variables arbitrarias=3-2=1
Despejando y en términos de z en la segunda ecuacién se tiene
y=4-2z
Despejando x en la primera ecuacién y sustituyendo y
x=9-3z-2y
x=9-32-24-22)
x=9-32-8+4z
x=1+z
La solucién del sistema expresada en términos de la variable arbitraria z es
x=1+ z
y=4-2z

La solucién puede expresarse matricialmente en la forma siguiente

MEHE:

Para obtener soluciones particulares del sistema basta con asignar cualquier valor a la
variable arbitraria z.

Por ejemplo si z = 0, se obtiene que

MEHEFCEN

Es decir

Por ejemplo si z = -2
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HEHEHERN

Es decir

Ejemplo 6: Solucion de un sistema con infinitas soluciones

Resuelva el sistema de ecuaciones por el método de Gauss-Jordan

Solucion

X = Bxg — 4x3 - x4 = 2
X - 2xy - 4x3 - x, = -1
2¢, - Txy - 8x3 - 2x, = 7T

El primer paso en cualquiera de los es escribir la matriz aumentada del sistema, que
consiste en agregar a la matriz de coeficientes una columna con los términos
independientes

1 -3 -4 -1' 2
1 -2 -4 -11-1

2 -7 -8 -21 7

Haciendo cero el 1 y el 2 por debajo el pivote de la primera fila
F1x (-1) + F2 —» F2
F1x (-2) + F3 > F3

1 -3 —4 -1! 2
0 1 0 0:!-3
0 -1 0 0! 3

Ahora con el primer uno de la segunda fila hay que hacer cero los nimeros por arriba y
por debajo del él

F2 x (3) + F1 - F1
F2 x (1) + F3 - F3
10 -4 -11-7
01 0 0!-3

00 0 00
La matriz anterior es escalonada y reducida. El sistema equivalente de ecuaciones
resultante es
Xy - 4xq - x4 = =T
Xq = -3
Como el sistema tiene 4 incégnitas y dos ecuaciones, hay dos variables arbitrarias. La
solucién del sistema puede expresarse como

x = =7 + 4x3 + x4
Xy = Xg
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En donde x5 y x, pueden tomar cualquier valor.

Matricialmente la solucién puede expresarse como

X% -7 4 1
Xy -3 0 0
= + (x| (%
Xq 0 1 0
Xy 0 0 1

Sistema homogéneo de ecuaciones

Un sistema de ecuaciones lineales se llama homogéneo si en todas las ecuaciones el término constante es
igual a cero, es decir

Q%) + Qy9Xe + -+ ag,x, =0
Qg1X; + AgeXg + -+ + Qg x, =0
+ e e o =0
Q1% + ApoXe +-+a,,,x, =0
Al resolver un sistema homogéneo pueden ocurrir dos cosas
i. El sistema tiene solucién Gnica: x; =0, x, =0, x5 =0,---,x, =0

ii. El sistema tiene infinitas soluciones.

Ejemplo 7: Solucion de un sistema de ecuaciones homogéneo

Resuelva el sistema de ecuaciones por el método de Gauss-Jordan

X +2x5 + x4+ 4x5; =0
X9 + X3 — 3xy =0
4x; — 3xy +5xg +13x, +16x; =0

X +2x5 + 4xq — Bx, + 4x5; =0

Solucion

La matriz aumentada del sistema es
1 02 1 40
11 -3 00
-3 5 13 16 0
2 4 -5 4 0

[ N )

En este ejemplo se omitirdn las operaciones elementales realizadas para obtener la
matriz escalonada reducida, se deja al estudiante que realice por su cuenta dichas
operaciones. La matriz escalonada reducida del sistema es

1 02 1 40
011 -300
000 O OO
000 O 00O
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En la matriz escalonada reducida hay dos filas que tienen solo ceros, al reescribir el
sistema de ecuaciones equivalente es

X + 2xq + x, + 4x5 = 0
Xy +  Xq — 3x, =0
Como el sistema tiene 5 incégnitas y solamente 2 ecuaciones, hay 5 -2 = 3 variables
que pueden tomar cualquier valor, es decir que el sistema tiene infinitas soluciones.
Despejando x; y x, se tiene
X = - 2x3 — x; — 4x5
X9 = — X3 + 3x,

Al escribir la solucién del sistema en forma matricial se obtiene

ME NN

Ahora se le pueden dar valores arbitrarios a x;, x, y x; luego calcular los valores

de x;, y x, para hallar soluciones del sistema.

Ejercicios seccion 1.2

Resuelva los sistemas de ecuaciones utilizando el método de eliminacién gaussiana. Si el sistema tiene
infinitas soluciones represente la solucién en forma matricial.

X
1. 2x
3x

3x

+ y = 2 xX+y+z-—w-=1
- 2y = -1 2. x +4z+2w =0
-y =1 2y —z—w =2
+ y = 2 8& -3y - b5z = 1
- 2y = -1 4. —-16x + 6y +10z = -2
-y =1 32x -12y -20z = 4
-y - w - z = 2
- Xy - X3 - x4 =0 6. ¥ T Y + w + z = -3
+ X9 — 2%3 + x4 =0 2x + 2y - 2w - 2z = 4
x - y + w - z = 2

Utilice el método de Gauss-Jordan para encontrar la solucién del siguiente sistema de ecuaciones. si el
sistema tiene infinitas soluciones exprese la soluciéon en forma matricial.

x + 2y - z = 2 x + 2z =1
7. x + y + 2z = -2 8. y + z = 2
3x + by - 1 = 0 x — y + z =3
+ 2y - z = 2 x + 2y - z = 2
9. + y + 2z = -2 10. x + y + 2z = -2
3x + by = 1 3x + by - =z = 0
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x + 2y - 2z + bw = -7 X + y + 32 + 2w = 3
11. 2x + 4y + 2z + 3w = 1 12, 2x + y + 4z + Tw = 2
X + 2y + w + 2z = X + y + 4z + 2w = b
x + y - z =1 x-y-3z=-1
13. x — 2y + z = 6 14. 2x —y—4z =-8
x -y - 2z = 2 x+y—-z=-1
8& -3y - bz = 1 +6y -18z = 24
15. —24x + 9y +16z = -3 16. x +2y + 3z = 6
40x -15y -26z = 5 2x 43y + 9z = 8
x 42y 42z = 2
x +by +4z -12w = 3
3x -2y -2z = 5
17. 0 5 3 4 18. 3x -y +2z +w = 2
— + - —
X Y c 2x +2y +3z —-4dw =1
x +4y 46z = 0
x + 4y - z + 3w = 10
2x + 3y + 2z + 6w = 10
2x + 2y -14z = 44
19. y + 2z + w = 2 20. g A 3 3
3x 3%+ 6w = 9 rorooy wmas T oW =
5x +17y -5z +13w = 44
x 42y +2z = 2
x +5y +4z - 12w = 3
3x -2y -2z = 5
21.2 5 3 A 22. 3x -y +2z2 + w = 2
— + -
ARG 9% + 2y + 38z — 4w = 1
x +4y +6z = 0

Resuelva los sistemas de ecuaciones homogéneos utilizando el método de eliminacién gaussiana o Gauss-
Jordan, Si el sistema tiene infinitas soluciones represente la solucién en forma matricial.

x + 2y — z =0 x + 2y — z =0
23. x + y + 2z =0 24, x + y + 2z =0
3x + by =0 3x + by =0
x + 2y +4z - 6w = 0
o5, x+2y+z-w=0 26, 4x +11y +13y -21w = 0
3x +2z-bw =20 l4x +37y +47z -Tbw = O
6x +15y +21z -33w = 0
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2x - +3z - =0
x —-5by 46z +2w = 0 X Y c w
3x +2y -z +w = 0
27. 3x -15y +20z +10w = O 28. 3 9 0
— + — —
9x -10y +10z - 0 roTey mE A
-x 4+ y +4z +3w = O
30. Considere el sistema:
2x — y =0

3x + ky = 0
(Para qué valores de k el sistema tiene soluciones no triviales?

31. Determine los valores de & de tal forma que el sistema
(F+1x+8y=1
x+(k-1y=-1

a. tenga infinitas soluciones,
b. no tenga solucién,
c. tenga unica solucién

32. Determine los valores de k& de tal forma que el sistema

kx + y =1
x + ky = k
a. tenga infinitas soluciones,

b. no tenga solucién,
c. tenga unica solucién

33. Determine los valores de & de tal forma que el sistema
x + y + z =1
x + R’y + z = 1
kx + vy + z = -2

a. tenga infinitas soluciones,
b. no tenga solucién,
c. tenga Unica solucién
34. Determine los valores de k& de tal forma que el sistema
x + 2y + kz =1
2x + 2y + 3z =

a. tenga infinitas soluciones,
b. no tenga solucién,

c. tenga unica solucién



