1.1 Algebra de matrices

OBJETIVOS

e Identificar los diferentes tipos de matrices.
e Efectuar operaciones de suma, resta, multiplicacion por un escalar y producto de matrices

e Calcular la matriz transpuesta de una matriz.

Definicion de matriz

Una matriz A es un arreglo rectangular de filas y columnas, usualmente se representa por m el nimero
de filas y porn el nimero de columnas y se dice que es una matriz de m xn. Las matrices se pueden
representar utilizando corchetes o bien paréntesis.

a1 Gy Gz ... Oy
Qg1 Qg9 Qg3 ... Qg
A=|ay; ag5 Qg3 ... G,
aml am2 am3 amn

Para referirse a un elemento de la matriz se utilizan subindices, por ejemplo, el elemento localizado
en la tercera fila y segunda columna es as,.

Por ejemplo, la siguiente es una matriz de 3 x 2 pues tiene 3 filas y 2 columnas

2 4
A= 6 0
-5 -3
El elemento localizado en la tercera fila y primera columna es aq; = —5.

Matrices especiales

Algunas matrices tienen caracteristicas muy particulares que las hacen especiales, entre estas tenemos:

Matriz cuadrada

Es una matriz que tiene el mismo nimero de filas y columnas, es decir que su tamano es de n xn. Por
ejemplo la siguiente es una matriz cuadrada de 3 x 3

-2 -4 5
B=| 0 3 -1
2 -3 6

Matriz identidad

Es una matriz cuadrada que tiene como elementos el 1 en la diagonal principal y el 0 en todas las otras
posiciones.

Formalmente es una matrizde nxn talque a; =1 st i=j y q;=0 si i# ]

A continuacion se muestran las matrices identidad de 2x2 yde 3 x3
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Matriz triangular superior

Es una matriz cuadrada que tiene como elementos el 0 en todas las posiciones por debajo de la diagonal
principal y cualquier nimero en la diagonal principal o por encima de ella.

Formalmente una matriz es triangular superior si q; =0, cuando i > j . La siguiente es una

matriz triangular superior de 3 x 3

1 0 -4
A=|0 -3
0 0 5

Vector fila

Es una matriz que tiene solo una fila, es decir que su tamafio es 1 xn. Por ejemplo, la matriz siguiente
es un vector fila de 5 columnas

B=[6 -4 8 0 2]

Vector columna

Es una matriz que tiene solo una columna, es decir que su tamafoes m x1. Elejemplo siguiente muestra
una matriz de 3 filas y una columna

Operaciones con matrices

Las operaciones suma y resta, multiplicacién por un nimero y producto de matrices se definen de la forma
siguiente.

Suma y resta de matrices

Para sumar o restar dos matrices se suman o se restan los elementos que se encuentran en la misma
posicion, por lo tanto, solo se pueden sumar o restar matrices que son del mismo tamano.

Formalmente si A = [aij] y B= [bij] son dos matrices de m x n, entonces la sumay restade Ay
B esuna matriz m xn dada por
A-B= [aij - bij]

Ejemplo 1: Suma e matrices

Dadas las matrices

-2
A:[ 5 0} yB:{ 2 3 1}
-2 6 8 -1 -2 -3

Calcule: a. A+ B b. A-B
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Solucion

a. Para efectuar la suma se suman los elementos que estan en la misma posicién
-2 5 0 2 3 1
A+ B-= +
-2 6 8 -1 -2 -3
B { 0 8 1}
-3 4 5
b. Para efectuar la resta se restan los elementos que estan en la misma posicién
-2 5 0 2 3 1
A-B-= -
-2 6 8 -1 -2 -3

_{—4 2 —1}
-1 8 11

Multiplicacién por un nimero

Para multiplicar una matriz por un nimero se multiplican todos los elementos de la matriz por el nimero.
Formalmente si £ es un nimero realy A esuna matriz m xn, entonces la matriz kA es una

matriz m xn dada por

kA = k[aij] = [kaij]

Ejemplo 2: Multiplicacion por un nimero

Dadas la matriz

Ao [—2 5 0}
-2 6 8
Calcule 44

Solucion

-1 6 8

_[—8 20 0}
-4 24 32

4A:4{_2 5 0}

Producto de matrices

Para efectuar el producto de dos matrices es necesario que el namero columnas de la primera matriz sea
igual al namero de filas de la segunda, de otra forma el producto no esta definido. El producto de matrices
da como resultado una matriz que tiene el mismo ntiimero de filas que la primera y el mismo nimero de
columnas que la segunda.

Formalmente, si A = [a;;] esuna matriz mxn y B esunamatriz n x p, (es decir que el namero de

columnas de la primer matriz es igual al nimero de filas de la segunda matriz) entonces el producto
matricial C = AB esuna matriz m x p (tiene el nimero de filas dela A y el nimero de columnas de

B). Cada elemento Cij del producto se obtiene multiplicando los elementos de la fila ¢ de A, por los
correspondientes elementos de la columna j de B, es decir

¢; = (fila ¢ de A)-(columna j de B)=aqa;b;+a;by; +a;by; +--+a;,b,;
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Ejemplo 3: Multiplicacion de matrices

Dadas las matrices

Calcule:

Solucion

5 5 0 -2 -4 5
A:[_l . 8} y B=| 0 3 -1
- 2 -3 6

AB, b. BA, c. B?2-2B

a. El producto AB si esta definido pues el nimero de columnas de A es igual al nimero de

filas de B. Sea C = AB, entonces C tiene el nimero de filas de A y el ntimero de
columnas de B. Es decir que C es una matriz de 2 x 3.

Los elementos del producto estan dados por
¢ =(=2)(=2) + (5)(0) + (0)(2) = 4
¢y = (=2)(-4) + (5)(3) + (0)(-3) = 23
a3 =(=2)(5) +(6)(-1) +(0)(6) = -15
¢ = (=1)(=2) + (6)(0) + (8)(2) =18
Co9 = (=1)(—4) +(6)(3) + (8)(-3) = -2
Co3 = (=1)(5) +(6)(-1) +(8)(6) = 37

El producto es entonces

2 5 0 Py 93 15
AB:{_l 6 8} 0 3 -1 :[18 2 _37}
B 2 -3 6 -

El producto BA no esta definido pues el nimero de columnas de B no es igual al nimero
de filas de A

La potencia de una matriz se calcula de la misma forma que el producto, asi
B2 =BxB
-2 -4 5|[-2 -4 5
=l 0 3 -1 0 3 -1
2 -3 6| 2 -3 6

Como B es una matriz cuadrada el numero de filas es igual al namero de columnas se
tiene que el producto C estd definido y es una matriz de 3 x 3. Cada elemento del
producto esta dado por

¢ = (2)(=2) + (-9 (0) + (5)(2) = 14
¢ =(=2)(H + (9B + (B)(-3) = -19
¢y = (=2)6) + -H (=1 + (5)(6) = 24
o1 = (0)(=2) + (3)(0) + (-1)(2) = -2

o = (0)(=4) + B)(3) + (-1)(-3) = 12
o3 = (0)B) + (3D + (-1)(6) = -9

c3; = (2)(=2) + (=3)(0) + (6)(2) = 8

3 = (2)(-4) + (=3)(3) + (6)(-3) = =35
g3 = (2)(B) + (=3)(-1) + (6)(6) = 49
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Entonces
-2 -4 b5|-2 -4 5

B2=| 0 3 -1/l 0 3 -1
2 -3 6]l 2 -3 6
(14 -19 24
=|-2 12 -9
| 8 -35 49|
Ahora podemos calcular la operacién requerida
(14 -19 24] -2 -4 b5
B2-2B=|-2 12 -9(-2/ 0 3 -1
8 -35 49| 2 -3 6

(14 -19 24] [-4 -8 10
=|-2 12 -9|-{0 6 -2
8 -35 49| 4 -6 12

(18 —11 14]
=l-2 6 -7
|4 -29 37

Matriz transpuesta

La matriz transpuesta de una matriz A, se representa como AT y se obtiene al intercambiar las filas

por las columnas. Formalmente si A esuna matriz m xn, entonces AT esuna matriz nxm ycada
elemento de la matriz transpuesta esta dado por

Ejemplo 4: Matriz transpuesta

Calcule la matriz transpuesta de la matriz dada
A= [—2 5 0}
-1 6 8

Solucion

Se invierten las filas con las columnas, es decir que la primera fila de a sera la primera
columna en la matriz transpuesta y la segunda fila de A ser4 la segunda columna en la
matriz transpuesta

-2 -1

AT_{—:z 5 O}T_ -
-1 6 8]
0 8
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Propiedades de las operaciones con matrices
- ______________________________________________________________________|

En el siguiente cuadro se muestran algunas de las propiedades de las operaciones con matrices

Ejercicios de la seccion 1.1

Resuelva los problemas que se muestran a continuacién
1. Dadas las matrices

7 0 2 1 2 -1 2 -1 3
A=| 0 1 0 B={0 1 4 C=|0 2 0

-3 1 0 1 -2 2 2 1 1
Calcular: a. 2A+ 3B b. CB c. B2-AT

2. Dadas Las matrices

1 4 -1 3 2 -1
A=|0 0 2 B={4 10 0

-2 1 1 0O 1 2
Calcular: a. (BAT)T b. 3A-2B c. B2-A

3. Dadas Las matrices
A 1 1 B 1 0
-1 2 0 2

a. Calcular (AB)T - BTAT b. investiguesi B? - A% =(A-B)(A+ B)
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4. Dadas las matrices

A= {1 —2} - [ 2 1}
0 3 -1 0
a. Calcule (HA)T — ATHT b. Investiguesi (A + H)? = A2 + 2AH + H?
5. Dadas las siguientes matrices
0O 0 2 1 -1 2
A=|3 10 B=/3 4 5
0 -2 4 0O 1 -1
Efectuar las siguientes operaciones:
a. 2A - 3B b. AB c. (A+B)BT
6. Dadas las matrices
7 0 2 1 2 -1 2 -1 3
A= 010 B=|0 1 4 cC=(0 2 O
-3 10 1 -2 2 2 1 1
Calcular: a. 2A+3B b. CB c. B2_-AT
7. Dadas las matrices
3 1 -2 2 2 4 2 -2 1
A=| 2 8 5 B=|-1 -1 2 C=(2 0
2 0 -1 6 1 0 4 -2 2
Halle: a. A-2B b. 3A-B+2C c. (24T —O)T

8. Dadas las matrices

_— 215 2

A=[ _} B=| 2 3 171 C =

1 -3
-2 81 6

N 3 W o
S O N W

a. Determine cuales de los productos siguientes estan definidos
i) AB i) AC i) CA iv) BC

b. Calcule los productos de la parte a) que estén definidos.



