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6.8 Otras identidades trigonométricas

OBJETIVOS

e Utilizar las identidades suma y diferencia de angulos para demostrar otras identidades
trigonométricas y resolver ecuaciones trigonométricas.

e Utilizar las identidades de angulos dobles para demostrar otras identidades y para resolver
ecuaciones trigonométricas.

e Conocer las otras identidades trigonométricas y su utilidad para demostrar otras identidades y para
la solucion de ecuaciones trigonométricas.

Adicionalmente a las identidades fundamentales, la trigonometria cuenta con una gran variedad de
identidades, entre ellas las identidades para angulos negativos, las identidades de cofuncién, las
identidades de suma y diferencia de angulos, las identidades de angulos dobles, etc. Muchas de las
identidades trigonométricas que se presentan en esta seccién tienen aplicaciones muy especificas en el
calculo diferencial e integral.

Identidades de angulos negativos

Las identidades para angulos negativos se obtienen directamente del circulo trigonométrico.

El cuadro siguiente resume las identidades de angulos negativos

sen(-0) = —sené cot(-6) = —cotd
cos(—6) = cosd sec(—0) = sec@
tan(-0) = —tanéd csc(—6) = —cscl

Identidades de cofuncion

Estas identidades permiten expresar las funciones trigonométricas del angulo 6 en términos de la

diferencia de angulos (% - 9) . Al igual que las identidades de angulos negativos, se pueden deducir

utilizando un circulo trigonométrico.

El cuadro siguiente resume las identidades de cofuncién

sen(z - 9) = cos@ cot(Z - 9) = tané

2 2

cos(ﬁ - 0) = send sec(ﬁ - 0) = cscl
2 2

tan(Z - 6’) = cotd csc(Z - 6’) = secd
2 2
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Identidades de una suma y diferencia de angulos

Considere un angulo agudo @ en posicién estandar en un circulo trigonométrico y un punto P (x,y) en el
lado terminal del angulo, segiin la definicién de las funciones seno y coseno, se tiene que cosf = x y
send = y. Al sustituir estas expresiones, las coordenadas del punto se pueden expresar como
P, (x,y) = P,(cosd,send). Procediendo de forma similar, se pueden expresar las coordenadas de los
puntos P, y P; como se indica en la figura siguiente.

Ji
Py(cosa,sena) ©.1)
/" P, (cos(0-a),sen(f-a))
P(cosO,senL  o_, ‘\‘
a \
9 -« \\\
(7170) O P()(]-yo) x

(0771)

Es claro que la distancia del punto P, al punto P, es la misma que la distancia del punto F, al
punto P;. Aligualar éstas distancias se obtiene la siguiente ecuacién.

\/(cosﬁ ~cosa)’ + (senf - sena)’ = \/(cos(ﬁ —a)-1)* +(sen(d - a) - 0)°

Al eliminar lar raices y desarrollar los binomios se obtiene

cos? 6 —2cosfcosa + cos?a + sen?d — 2senfsena + sen?a = cos?(6 — a) — 2cos(d — a) + 1 + sen2(0 — a)

2 —-2cosfcosa —2senfsena = 2 —2cos(0 — a)
Resultando la identidad

cos(@ — a) = cosfcosa + senfsena

La identidad para cos(@ + «) se obtiene facilmente utilizando la identidad anterior, como se muestra
a continuacién

cos(@ + a) = cos(0 — (—a))

cosfcos(—a) + senfsen(—a)

Utilizando un circulo trigonométrico se puede ver qué cos(-a) = cosa y que sen(-a) = —sena .
Al sustituir estas Gltimas identidades en la expresién para cos(é + a), se obtiene la identidad

cos(@ + a) = cosfcosa — senfsena

El cuadro siguiente resume las identidades para suma y diferencia de angulos

cos(f@ — a) = cosfcosa + senfsena sen(fd — a) = senfcosa — cosfsena
cos(@ + a) = cosfcosa —senfsena sen(f + ) = senfcosa + cosfsena
tan(d + a) = tanéd + tana tan(0 — @) = tanf —tana

1-tanftana 1+tanftana
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Las identidades de suma y diferencia de angulos se pueden utilizar para calcular los valores exactos
de las funciones trigonométricas, para algunos valores angulares, como se muestra en el ejemplo
siguiente

Ejemplo 1: Calculando el valor exacto de una funcion trigonométrica

Calcule el valor exacto de cos75°

Solucion

El 4ngulo de 75° puede expresarse como la suma de dos angulos especiales

75°= 30°+45°
Ahora se puede utilizar la identidad para el coseno de una suma de Aangulos,
sustituyendo los valores ya conocidos de las funciones trigonométricas de angulos

especiales
c0s75°= cos(30°+45°)
= c0s30°cos45 —sen30°sen45°
_¥3 V2 1.2
2 2 2 2
_J6 V2 _Je-2
4 4 4

Las identidades de cofuncidon, se pueden demostrar utilizando las identidades de una diferencia de
angulos como se ilustra en el ejemplo siguiente

Ejemplo 2: Demostrando una identidad trigonométrica

Demuestre la identidad trigonométrica

tan (% - 9) = coté

Solucion

Usando la identidad para la tangente de una suma de angulos y desarrollando las
operaciones resultantes se obtiene

(2 ) )

cos(
sen( )cosé’ - cos(ﬁ)senﬁ
tan (E - 6’) = 2
2 cos(z)cosﬁ + sen(%)senﬁ

_ (Dcosb —(0)send
(0)cos® +(1)send

_cost _ .9
send
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Identidades de éngulos dobles

Las identidades de angulo doble se obtienen facilmente a partir de las identidades de suma de angulos
sustituyendo 8 + o = 0 + 0 = 20.

Como ejemplo se muestra la demostracion de la identidad parasen 26
sen(26) = sen(6 + 0)
= senfcosf + cosfsenld

2sendcost

El siguiente cuadro resume las identidades de angulo doble

sen(20) = 2senfcosl

cos(26) = cos?@ —sen?d =1 - 2sen?d = 2cos?0 -1

2tané
tan(20) = —————
(26) 1-tan20

Ejemplo 3: Demostrando una identidad trigonométrica

Demuestre la identidad trigonométrica

3tanx — tan®x
tan (3x) = 1-3tan?x

Solucién

Al expresar el angulo 3x = 2x + x y luego utilizar la identidad para la tangente de
una suma de angulos se tiene

tan(3x) = tan(2x + x)

_ tan2x + tanx

1-tan2xtanx

2tanx
1-tan?x
_ 2tanx

1-tan?x

+tanx

-tanx

Desarrollando las operaciones algebraicas y simplificando

2tanx + tanx(l — tan? x)

2
tan3dx = 1-tan"x
1-tan?x — 2tan?x
1-tan®x

_ 3tanx —tan®x
1-3tan?x

Identidades de medio én_gulo

Sien la identidad cos(26) =1 —2sen? 6 se despeja sen@ se tiene
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2sen20 =1 - cos(20)

1 - cos(260)
2

send = + /1 — cos(260)
2
[

Sustituyendo 9 por & se obtiene la identidad para sen(%)

Sen(g) - /1 — cosf
2 2

El siguiente cuadro resume las identidades de angulo medio

Sen(ﬁ) - fl—cosﬁ cos(ﬁ) -+ fl + cos@
% 2 2 2

Q)z send _ 1-cosd
2 1+ cos@ send

sen? @ =

tan(

Ejemplo 7: Calculando el valor exacto de una funcion trigonométrica

Obtenga el valor exacto de seno, coseno y tangente de a/2, si cosa = 12 y a es un angulo en el cuarto
cuadrante.
Sotucit
Si a es un angulo en el cuarto cuadrante, el seno es negativo, el coseno es positivo y
la tangente es negativa. Por otro lado en el circulo trigonométrico cosa = % =x,

utilizando la ecuacion del circulo se puede encontrar el valor de y.

2 +y2 =1

— 1—x

=_/_12 \/169 144 _ (25 _ 5
13 169 169 13

Es decir que senag =y = ——
a V= 13

Ahora ya se pueden calcular los valores exactos para las funciones de /2. Nétese

Y

que si el dngulo « estd en el cuarto cuadrante, también /2 estd en el cuarto

cuadrante.

R e
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1+Q
cos(g) _ f1+cosa _ 13 _ |25 _ 5 _ 5V26
2 2 2 26 26 26
5

tan(g) __sena _ 13 __5 __1
2 1+cosa 1,12 25 5
13

Ejemplo 7: Demostrando una identidad con angulos dobles y mitad de angulos

Demuestre la identidad trigonométrica

senx —sen2x _ —tan(ﬁ)
cosXx + cos2x

Solucion

Utilizando las identidades de angulo doble en el lado izquierdo y efectuando las
operaciones resultantes
seny —sen2x _ —tan(ﬁ)
cosx + cos2x

senx — (2senxcosx)

cosx + (2005236 - 1) a

senx — 2senxcosx _
2cos?x +cosx — 1

senx(l-2cosx)
(cosx +1)(2cosx —1)

__senx(2cosx-1)
(cosx +1)(2cosx —1)

__senx _
cosx +1

il -l

Ejercicios de la seccion 6.8

En los ejercicios 1 a 6 utilice las féormulas de
cofuncién para expresar la funcién trigonométrica
en términos del angulo complementario.

En los ejercicios 7 a 21 utilice las férmulas de
suma o diferencia de angulos para encontrar el
valor exacto de la expresiéon dada.

L sen40° 9. Cos(g) 7. sen(45°-30°) 8. cos(330°+45°)
3
9. coslb® 10. senl65°
3. Sen(%) 4. tanl25° 11. tan345° 12. cosl95°
dr 11z «
13. (_+_) 14. t (___)
5 cos(15”) 6. sec(M) SeMTg Ty e W
13 6
15. sen(5—”) 16. tan(l)
12 12
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17. cos(—l) 18. sen(ﬁ)
12 12

19. c0s212°co0s122°+sen212°sen122°
sen(5—”)cos(£) - 005(5—”)sen(£)
12 4 12 4

tan(7/6) + tan(7/3)
1 - tan(7/6)tan(z/3)

2

i

21.

En los ejercicios 22 a 30 escriba la expresién en
términos de una sola funcién trigonométrica

22. sen7xcos2x —cos7xsen2x
23. sen3xcosx + cos3xsenx
24. cos3xcosx +sen3xsenx
25. cosbxcosdx —senbxsendx

26. cos(bx)cos(—2x) — sen(5x)sen(—2x)

. wofshol) oonf

28. cos(S—x)cos(ﬁ) + sen(s—x)sen(ﬁ)
4 4 4 4

tan(3x) + tan(4x)

29.
1-tan(3x)tan(4x)

30. tan2x + tanx
1-tan2xtanx

En los ejercicios 31 a 35 calcule lo que se indica en
cada caso

31. Si tana = —4/3, a estd en el IV cuadrante y
tanp = 15/8, B estd en el III cuadrante,

calcule cos(a — f3) .

32. Si tana = 24/7, a est4 en el I cuadrante y
senf = —8/17, B estd en el III cuadrante,
calcule tan(a + ) .

33. Si sena = -4/5, a estd en el III cuadrante y
cosff =-12/13, B estd en el II cuadrante,
calcule sen(a + ) .

34. Si sena = -7/25, a estd en el IV cuadrante
y cosf =817, B estd en el IV cuadrante,

calcule cos(a + ).

35. Si tana =15/8, a estd en el I cuadrante y
tanB = -7/24, B estd en el IV cuadrante,
calcule tan(a — B) .

En los ejercicios 36 a 46, demuestre la identidad

trigonométrica utilizando las formulas de suma o
diferencia de angulos.
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36. cos(% - x) = senx
37. sen(z +x) = —senx
4 1-tand

39. sen(? - 0) = —cosf
40. senb6xcos2x — cosbxsen2x = 2sen2xcos2x
41. cos(0 — fB) —cos(0 + f) = 2senfsenf

49 cos(x —y) _ cotx +coty
" sen(x+y) 1+cotxtany

43. cos(x — y)
cosxseny

=coty + tanx

44, sen(% +x - y) = cosxcosy + senxseny

45. sen3x = 3senx — 4sen’x

46. cos3x = 4cos®x — 3cosx

En los ejercicios 47 a 50 escriba la expresién
trigonométrica en términos de wuna funcién
trigonométrica de un solo angulo

47. sen20cos20
48. cos?260 -1

49. cos? 30 — sen? 36
50. 2tan 46
1-tan?46

En los ejercicios 51 a 55 utilice las identidades de
angulo medio para encontrar el valor exacto de la
expresion

51. tanl65°
52. coslb7.5°

53. sen (3—ﬂ)
8

54. cos(l)
12

55. tan (7—ﬂ)
8

En los ejercicios 56 a 60 obtenga el valor exacto de
sen260, cos20 y tan260 en base a la informacién
dada

24

56. cosd = 95 0 esta en el IV cuadrante.

57. send = —% , 0 esta en el III cuadrante.
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58. tand = % , 0 esta en el I cuadrante.

59. cosf = —i—? , 0 esta en el II cuadrante.

60. tand = —% , 6 esta en el IV cuadrante.

En los ejercicios 61 a 65 obtenga el valor exacto de
sen(62) , cos(6/2) y tan(g/2) en base a la
informacién dada.

61. cosd = —% , 0 esta en el II cuadrante.
62. senfd = —2l5 , 0 esta en el III cuadrante.

63. tané = % , 0 esta en el I cuadrante.

64. cosf = _40 , 0 esta en el II cuadrante.

41

65. cscd = —% , 0 esta en el IV cuadrante.

En los ejercicios 66 a75 demuestre la identidad
trigonométrica

66. sen3xcos3x = %senGx

67.

68.

69.
70.

71.

72.

73.

74.

75.

6.7 Otras identidades trigonométricas

1+ cos2x — cotx
sen2x
1—tan?x = cos 2x
cos? x

3 3

sen4x = 4senxcos”x —4cosxsen® x
cos3x = 4cos’®x — 3cosx

Cosz(ﬁ) _secx+1

2 2secx
tan? (1) _ secx —1
2 secx +1

cotx = cot (f) — tan(ﬁ)
2 2

3

sen®x + cos® x 1

=1-=sen2x
senx + cosx 2

tan(f) _ sen2x —senx
2 cos2x + cosx

8



