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6.4 Graficas trigonométricas 1

6.4 Graficas trigonométricas

OBJETIVOS

e Dibujar las graficas de las funciones seno y coseno.

e Dibujar las gréficas de las transformaciones de las funciones seno y coseno.

e Resolver problemas en los cuales el modelo es una transformacion de la grafica de una

funcion seno o coseno.

e Conocer y entender las graficas de las otras funciones trigonométricas.

La grafica de la funcion seno

La grafica de la funcién trigonométrica f(x) = senx se puede dibujar en un sistema de coordenadas
rectangulares dibujando los puntos, en donde la coordenada x es el valor angular expresado en nimeros
reales y le coordenada y corresponde al senx . Para obtener una primera representaciéon de la grafica se
construird una tabla de valores en el intervalo 0 < x < 27, tomando algunos valores angulares en dicho
intervalo. El valor de senx se puede obtener de forma exacta o bien en forma aproximada utilizando una

calculadora en el modo de radianes.

0 0
/4 V2/2 ~ 0.71
/2 1
3r/4 J2/2 ~ 0.71

7 0
brf4 | —~2/2 ~ -0.71
37/2 -1
T4 | J2/2 ~ -0.71
o 0

Al dibujar los puntos de la tabla anterior y trazar una curva suave que una todos los puntos se obtiene

la grafica siguiente

y
1__
: : : : G0
(0,0) z T 3z 2z ¥
2 2
_1__

El dominio de la funcién seno es el conjunto de todos los nimeros reales y ademdés es una funcién
periddica, de periodo 27 ; razén por la cual, la grafica anterior solo muestra un periodo. Al repetir esta
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curva en intervalos de 27, se obtiene la grafica completa de la funcién seno, como se muestra en la
siguiente figura

/27r -

1 periodo

Resumiendo entonces, la funcién f(x) = senx, tiene dominio (—,), el rango de la funcién es el

intervalo [-1,1] y el periodo de la funcién es 27 .

La g_jréfica de la funciéon coseno

Procediendo de la misma forma que para la funcién seno, se construira una tabla de valores en el intervalo
0 < x < 27, tomando algunos valores angulares en dicho intervalo. El valor de cosx se puede obtener de
forma exacta o bien en forma aproximada utilizando una calculadora en el modo de radianes.

0 1
/4 J2/2 ~ 0.71
/2 0

3n/4 | —N2/2 ~ -0.71
% -1

brf4 | 2/2 ~ —0.71

37/2 0

Tn/4 V2/2 ~ 0.71
27 1

Al dibujar los puntos de la tabla anterior y trazar una curva suave que una todos los puntos se obtiene

la grafica siguiente

YA
14
f f f f f -
z 7 3 27 x
2 2
_1__

El dominio de la funcién coseno es el conjunto de todos los nimeros reales y ademas es una funcién
periddica, de periodo 27 ; razén por la cual, la grafica anterior solo muestra un periodo. Al repetir esta
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curva en intervalos de 27, se obtiene la grafica completa de la funcién coseno, como se muestra en la
siguiente figura

1 periodo

La grafica de la funcion tangente

Para obtener una primera representacion de la grafica se construira una tabla de valores en el intervalo
-4 < x < £, tomando algunos valores angulares en dicho intervalo. El valor de tanx se puede obtener

de forma exacta o bien en forma aproximada utilizando una calculadora en el modo de radianes.

—7/2 No definida

-3 | 3 ~-1.73

—n4 -1

—76 | -V3/3 ~ -0.58
0 0

76 V3/3 ~ 0.58
4 1

3 V3 ~1.73
2 No definida

Observe que la funcién tangente no esta definida para —7/2 y /2, por esta razén la grafica de la

funcién tiene como asintotas verticales las rectas x = -2 yx=7Z. Al dibujar los puntos de la tabla

anterior y trazar una curva suave que una todos los puntos se obtiene la grafica siguiente

&N T

T -1 i
) I
=
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El dominio de la funcién tangente es el conjunto de todos los nimeros reales, excepto aquellos
numeros en donde la grafica tiene una asintota vertical; estos nimeros son % + kz , donde k es cualquier
entero. El rango de la funcién tangente es (—o,0). La funcién tangente es periddica, de periodo 7 . Al

repetir la grafica de la figura anterior en intervalos de 7 , se obtiene la grafica completa de la funcién
tangente, como se muestra en la siguiente figura

|
O ‘33

e — N ‘,\\]
i \ ) ‘go

La grafica de la funcion cotangente

Para obtener una primera representacion de la grafica se construira una tabla de valores en el intervalo
0 < x < 7, tomando algunos valores angulares en dicho intervalo. El valor de cOtX se puede obtener de
forma exacta o bien en forma aproximada utilizando una calculadora en el modo de radianes. Muchas
calculadoras no tienen incorporada la funcién cotangente, por lo que hay que expresar la cotangente como
reciproca de la funcién tangente, es decir

cotx = tailx
0 No definida
716 V3 ~1.73
4 1
3 V3/3 ~ 0.58
/2 0
2743 | -/3/3 ~ -0.58
34 -1
57/6 | V3 ~-1.73
V4 No definida

Observe que la funcién cotangente no esta definida para x =0 y x = 7. La grafica de la funcién tiene
como asintotas verticales las rectas x =0 y x = 7. Al dibujar los puntos de la tabla anterior y trazar
una curva suave que una todos los puntos se obtiene la grafica siguiente
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El dominio de la funcién cotangente es el conjunto de todos los nimeros reales, excepto aquellos
numeros en donde la grafica tiene una asintota vertical; estos nimeros son x = kz, donde & es cualquier
entero. El rango de la funcién cotangente es (—o,0) . La funcidén cotangente es peridédica, de periodo 7 .
Al repetir la grafica de la figura anterior en intervalos de 7 , se obtiene la grafica completa de la funcién
cotangente, como se muestra en la siguiente figura

J)
1 1 9__ 1 1
i i i i
! ! 61 ! !
| | | |
! ! 3+ ! !
[} [} [} [}
! ! ! !
: : : >
-2z _3m \-7 4 o 3N\ 27"
2 i 2 \! 2
' i
i i
i i

La grafica de la funcion secante

Como la funcién secante es la reciproca de la funcién coseno, es decir que secx = , se puede construir

cosx
una tabla de valores para la funcién secante a partir de la tabla de valores de la funcién coseno. Por
ejemplo

1 1
cos(0) =1, entonces sec(0) = ===
5(0) nronees © cos(0) 1
cos(z) = ﬁ, entonces sec(ﬁ) = 1 = 1 = 2 = \/5 ~1.41
4 2 cos(%) @ V2
2

Al utilizar una calculadora cientifica, el procedimiento para calcular la secante es similar ya que la
mayoria de calculadoras no traen la funcién secante. En la tabla siguiente se han tabulado algunos valores
de la funcién secante. Estos valores seran utilizados para trazar la grafica de la funcion.



UNIDAD 6 Trigonometria 6.4 Graficas trigonométricas 6

0 1
4 V2 ~1.41
2 No definida
3m4 | V2 ~-1.41

ﬂ -1

a4 | V2 ~-1.41
372 No definida

T4 J2 ~1.41
2r 1

La funcién secante no estd definida para x :% ni para x = 3?7[ y la grafica de la funcién tiene

asintotas verticales en las rectas x = % y x = 37” La siguiente figura muestra la grafica de la funcién

secante en color azul y en linea discontinua de color negro la grafica de la funcién coseno.

19 —~— g _ -
! ~ ! ! ! ! !
T T T T / T T
-1+ =~ —

R e e ) \:\7»—-————————————————
/
N
\
Rttt \%’1{"""""""-"
S
<

El dominio de la funcién secante esta formado por todos los nimeros reales, excepto los nimeros

x =% + kr, donde k es un entero cualquiera. El rango de la funcién secante estd formado por todos los

ndmeros en el intervalo (—,—1] U [1,0). La siguiente figura muestra la grafica completa de la funcién

secante.

|
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La grafica de la funcion cosecante

6.4 Graficas trigonométricas 7

Como la funcién cosecante es la reciproca de la funcién seno, es decir que cscx =

senx

, se puede construir

una tabla de valores para la funcién cosecante a partir de la tabla de valores de la funcién seno. Por

ejemplo
sen(0) =0, entonces csc(0) =
sen(ﬁ) = l, entonces csc (E) =
6 2

1 _ l, no esta definida
sen(0) O
1 1
- == =2
sen(%) 1
2

Al utilizar una calculadora cientifica, el procedimiento para calcular la cosecante es similar ya que la
mayoria de calculadoras no traen incluida ésta funcién. En la tabla siguiente se han tabulado algunos
valores de la funcién cosecante, valores que seran utilizados para trazar la grafica de la funcién.

0 No definida
4 V2 ~1.41
2 1
34 V2 ~1.41
T No definida
brfd | 2 ~-1.41
312 -1
T4 | 2 ~-1.41
2 No definida

La funcién cosecante no estéd definida para x =0, x = 7 y x = 27 ya que la funcién seno es igual a cero
en esos valores de x, razon por la cual la grafica de la funcién tiene asintotas verticales en las rectas x = 0
, x=7r y x =27 . La siguiente figura muestra la grafica de la funcién cosecante en color azul y en linea
discontinua de color negro la grafica de la funcion seno.

i

- ﬁ’__________________

- ﬁ A ccccccccccccccacn-

=Y
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El dominio de la funcién cosecante estd formado por todos los nimeros reales, excepto los nimeros
x = kz, donde %k es un entero cualquiera. En esos numeros la grafica de la funcién tiene asintotas
verticales. El rango de la funcién secante esta formado por todos los nimeros reales en el intervalo
(—0,—1] U [1,0). La siguiente figura muestra la grafica completa de la funcién cosecante.

o [N
RSO IO e
[\
N
2

Transformaciones de las graficas de las funciones seno y coseno
L

En ésta seccidon se estudia la representacion grafica de las funciones
f(x) = asen(bx +¢) y f(x)=acos(bx +c)

Las funciones anteriores pueden expresarse en la forma

f(x) = asen[b(x +§)} y flx) = acos[b(x +%)}

En donde se pueden aplicar los criterios de transformacién de funciones estudiados anteriormente. Kl

numero —% corresponde a una traslacién horizontal y es llama desplazamiento de fase. El nimero b

produce una compresién o un estiramiento horizontal y determina el periodo de la grafica ya que el

periodo esta dado por 2z El nimero a produce una compresion o un estiramiento vertical y determina

Bl
la amplitud de la grafica |a| . Un intervalo para dibujar un ciclo de la grafica se puede obtener resolviendo
la desigualdad

0<bx+c<2x

—<c<bx <27 -c

El siguiente teorema resume los conceptos necesarios para dibujar la representacion grafica

Si f(x) = asen(bx + ¢) obien f(x) = acos(bx + c), se definen para nimeros reales a, b
y ¢, con a y b diferentes de cero, entonces

2z

1o

2. Un intervalo que contiene exactamente un ciclo de la grafica se puede encontrar
resolviendo la desigualdad

C

1. La amplitud de la grafica es |a|. El periodo es . El desplazamiento de fase es ——

0<bx+c<2x
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Ejemplo 1: Amplitud de las graficas trigonométricas seno y coseno

Dibuje la representacion grafica de las funciones

a.

Solucion

y = 3senx b. y-= —%cosx

Para dibujar la grafica de la funcién y = 3senx, observe que a = 3, por lo tanto la
amplitud es |a| =3. Como el valor b=1y el valor ¢ =0, la gréafica no tiene
desplazamiento de fase y el periodo es el mismo que el de la funcién y = senx, por lo
tanto el intervalo para dibujar un ciclo completo de la grafica es [0,27]. La siguiente

figura muestra la representacion grafica de las funciones y = 3senx y y = senx.

? 3
= 3senx
3 Y
2
1
x
= senx
Para dibujar la grafica de la funcién y = —Ecosx se tiene que
La amplitud = |a| = ‘—l -1
21 2
; 27 _ 2x
El periodo es = == = == = 2
P b1
El desplazamiento de fase = —% = —% = 0 (no hay desplazamiento de fase).

Para trazar la grafica, hay que trazar una curva de la funcién coseno, que suba 0.5 sobre

el eje de las x y baje 0.5 del eje x ya que la amplitud es % . Trazar un ciclo completo en

el intervalo [0,27] ya que tiene periodo 27 y no estd desplazada horizontalmente.

Adicionalmente hay que considerar que la grafica est4 reflejada en el eje x ya que esta
precedida de un signo negativo. La figura siguiente muestra la representacién grafica

de las funciones y = —%cosx & y = cosx

y =L =
2_ = 2\c/osx /y cosx

-7 3 z 3z X
—1+
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Ejemplo 2: Amplitud y periodo de las graficas trigonométricas seno y coseno

Dibuje la representacion grafica de las funciones

a. y-= 4cos(§) b. y=-2senzx

Solucion

Para dibujar la grafica de la funcién y = 4cos(§) = 4cos(%x) se tiene que

La amplitud = |a| = |4| =4

Es decir que la grafica sube 4 unidades y baja 4 unidades del eje x

El periodo es = 2z _ 27 _ 4z
b 1
2
El desplazamiento de fase = —% = —% = 0 (no hay desplazamiento de fase).
2

Un intervalo para dibujar un ciclo de la grafica se encuentra resolviendo la desigualdad
0<bx+x<2r

0< lx <2z
0<x<4r
La representacién grafica de las funciones y = 4cos(§) & y = cosx se muestra en la

figura siguiente.

= 4cos(£)
Y 2

N

—34 Yy = cosx
_4 4
Para dibujar la gréfica de la funcién y = —2senzx se tiene que

La amplitud = |a| = |—2| =2

Es decir que la grafica sube 2 unidades y baja 2 unidades del eje x

El periodo es = 2r _ 27 _ 2
b Vi
El desplazamiento de fase = —% -0 0 (no hay desplazamiento de fase).
7z

Un intervalo para dibujar un ciclo de la grafica se encuentra resolviendo la desigualdad
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0<bx+x<2r
0<L7nx <2x
0<x<2

La representacién grafica de las funciones y = —2senzx & y = senx se muestra en la

figura siguiente, observe que se encuentra reflejada en el eje x, pues estd precedida de
un signo negativo.

y = —2sen(rx)

Ejemplo 3: Amplitud y periodo y desplazamiento de fase de las graficas trigonométricas seno y coseno

Dibuje la representacion grafica de la funcién

y = 4cos(2x + %) -2

Solucion

La grafica de ésta funcién incluye todas las transformaciones posibles en una funcién
trigonométrica: amplitud, periodo, desplazamiento de fase y traslacién vertical.

La amplitud = |a| = [4| = 4
Es decir que la grafica sube 4 unidades y baja 4 unidades de su eje central, que en este

caso es la recta y = —2 pues la funcién tiene una traslacién vertical de dos unidades
hacia abajo.

El periodo es = 2z _ 27 _ T
b 2
Es decir que la grafica desarrolla un ciclo completo en un intervalo de longitud 7.
ua
El desplazamiento de fase = —< = —% = —%

Es decir que la gréfica se encuentra trasladada hacia la izquierda % .

Un intervalo para dibujar un ciclo de la grafica se encuentra resolviendo la desigualdad
0<bx+x <27

0S2x+%£2ﬂ

<oy <or-L
3

U 2x£5—7r

3
Y4

IA

o3

3
L<yx<
6

6
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La siguiente figura muestra un recuadro con una linea punteada

dibujar un ciclo de la funcién.

y

6.4 Graficas trigonométricas 12

en el cual se debe

e i

i g

La siguiente figura muestra la grafica requerida.

y = 4cos(2x + %)

Ejemplo 4: Encontrar la ecuacion de una grafica trigonométrica

La figura muestra la grafica de una funcién trigonométrica.

a. Encuentre la amplitud, el periodo y el desplazamiento de fase.

b. Escriba una ecuacién de la forma y = asen(bx + ¢), para a > 0,b > 0 y ¢ el menor nimero real

positivo.
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Solucion

Para resolver este problema se comenzara estableciendo el valor de la amplitud a.
Observe que la grafica oscila entre —3 y 3, por lo que su amplitud es

a=3
Como la gréfica corresponde a una funcién seno, observe que un ciclo completo se
desarrolla entre los valores de x = —% y x = % , por lo tanto el periodo es

Periodo = %’f _ (_z) _ 6z _3z

4 4 2

Como el periodo es 277[, se puede obtener el valor de b de la siguiente forma

2z _ 37

b 2

p-dr _2
3z 3

Como el valor de ¢ debe ser positivo, la grafica debe considerarse desplazada hacia la

izquierda. Observe que un ciclo comienza en x = —%, por lo que el desplazamiento de

fase sera —% . Como el desplazamiento de fase es igual a —% , el valor de c se obtiene

de la forma siguiente

_c__z
b 4
2
4 4 6

Por lo tanto una fé6rmula para la grafica de la funcién es

f(x) = asen(bx +¢)

f(x) = SSen(éx + %)

Para finalizar esta seccién se incluye un ejemplo que muestra una de las muchas aplicaciones que
tienen las graficas trigonométricas de las funciones seno y coseno.

Ejemplo 5: Aplicaciones de las graficas trigonométricas

La gran rueda de la fortuna de Londres, London Eye, tiene un didmetro de 120 metros y una altura
maxima de 135 metros. La rueda tarda aproximadamente media hora en completar una vuelta completa.

La altura H sobre el suelo a la cual se encuentra una capsula esta dada por
H@) = 75 + 60sen(ﬁ —l), £>0
15 2

Donde el tiempo ¢ estd en minutos. Calcule el periodo, amplitud, desplazamiento de fase y dibuje la
representacion grafica de la funcién en un periodo completo.

Solucion

La amplitud de la funcién es
Amplitud = |a| = 60| = 60
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El periodo es

Periodo =

2—72-:
b

2m _ 30 minutos
V4

6.4 Graficas trigonométricas 14

15

Es decir que la grafica desarrolla un ciclo completo en un intervalo de longitud 30

minutos.

El desplazamiento de fase es

Desplazamiento de fase = 3 = -

c___2
T
15

= 7.5 minutos

Es decir que la gréfica se encuentra trasladada hacia la derecha 7.5 minutos.

Un intervalo para dibujar un ciclo de la grafica se encuentra resolviendo la desigualdad

<
z
2

1

2

Ty
15

g 57

IA

(@)

<

0<bx+x<2r

T <on
2

IA

15 2
5

~
IA

2

Finalmente observe que la funcién se encuentra desplazada 75 metros hacia arriba.

La siguiente figura muestra la representaciéon grafica de la funcién

h

150 +

100 +

50

10 20 30 40 1
Ejercicios de la seccion 6.4
En los ejercicios 1 a 20 obtenga la amplitud, el 7. y = 2sen(7x)
periodo y dibuje la grafica de la funcion. 9
_ X
1. y = 3senx 8 y= 3COS(?)
1 4
2. = =cosx - _=
Y=9 9. vy 3sen(3x)
3. y=sen2x 10. yzlcos(”—x)
X 2 3
4. y = —2cos(—)
2 11. y = —3sen(3ﬂ)
2x 2
5. y-= cos(—)
3 12, y = —4cos(2%x)
6. y= lcos(27wc)
2 13. y = —2sen(1.5x)
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_ 1 En los problemas 36 a 40 se muestra la grafica de

14. y = —=cos(4x) ., . Y .
una funcién trigonométrica, encuentre la amplitud,

15. y = [2sen3x| periodo, des'r’)lazamiento de fase y una férmula
para la funcién de la forma

16. y = %cost‘ f(x) = asen(bx + ¢)
36.

17. = 4sen(§)‘ v

o e o WAWACIAWAWA
3 VAV EVAVA

20. y= 2cos(”x)
2 37

En los ejercicios 21 a 35 obtenga la amplitud, el )
periodo, desplazamiento de fase Encuentre un y
intervalo para un ciclo completo de la funcién y
dibuje la grafica de la funcién en ese intervalo. \ /\
21.y:2sen(x—£) HA A

2 m i 2\(
22, y= lcos(x + 1) —4

2 6
23. y= sen(£ + E) 38. AY
2
3

24, y = cos(2x - —) _\ /\
25. y=2cos(£—2—”) AR

3 —ar L \7| 7

2
26. y= ésen(3x + l)
2 6 —37T
27. y = —300s(3x + l)
4 39. y

28. —4sen(3?x + 27[)

2
29. y=4sen(zx -2)+1 /\ 4 /\ /
I I I I -
X
30. y 2008(?+1)—2 /_2 X/ 2 W X
—2

31. y = —3cos(27x - 3) —g

<
Il

__3 _
32. y= 2sen(27rx 3)+3 40. L

33. y= 10COS(272’X —%) -2

34. y-lOsen(ﬂx £)+2
10

4
35. f(t) = 2L0cos(60m)
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41.

42,

43.

Encuentre una funcién senoidal y dibuje su
representacion grafica si ésta tiene un periodo
de 7, una amplitud de 4 y un desplazamiento

de fase hacia la izquierda de %

Encuentre una funcién cosenoidal y dibuje su
representacion grafica si ésta tiene un periodo
de 7, una amplitud de 2 y un desplazamiento

de fase hacia la derecha de %

Para una persona en reposo, la velocidad v, en
litros por segundo, de flujo de aire durante un
ciclo respiratorio, esta dado por

u(t) = O.85sen(%t)

Donde ¢ es el tiempo en segundos.
Encuentre el tiempo para un ciclo respiratorio.

Encuentre el numero de veces que una
persona respira por minuto.

Trace la grafica de la funcién para un ciclo
completo

44.

45.

6.4 Graficas trigonométricas 16

La presién sanguinea para una persona sana
en reposo, en milimetros de mercurio esta
dada por

P@) = —20cos(%) +100

En donde el tiempo ¢ esté en segundos,
Encuentre el periodo de la funcién.

Encuentre el numero de pulsaciones por
minuto.

Dibuje la grafica de la funcién.

En un circuito de corriente alterna, la corriente
I, en amperios, que fluye a través del mismo
en el tiempo ¢, esta dada por

/() = 220sen(607rt - %) £>0

Calcule la amplitud, el periodo y el
desplazamiento de fase.

Dibuje la gréfica de la funcién para 2
periodos completos.



