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6.1 Angulos y arcos

OBJETIVOS

e Convertir angulos expresados en grados minutos y segundos a su correspondiente forma decimal y
viceversa.

e Convertir un angulo expresado en grados a su correspondiente medida en radianes y
viceversa.

e Calcular la medida de angulos coterminales con un angulo dado.

e Resolver problemas geométricos en donde se requiere el uso de las formulas de longitud de
arco y area de un sector circular.

Angulos

En Geometria un angulo esta formado por dos rayos que tienen un punto en comuin. En trigonometria y
otros cursos de matematica, es conveniente definir un angulo en términos de rotacion.

Un angulo est4 formado por la rotacién que se obtiene cuando un rayo gira
desde una posicion inicial hasta una posicién terminal. La posicién inicial del
rayo se llama lado inicial del angulo y la posicién final del rayo es llamada lado
terminal del angulo. El punto de rotacién se llama vértice del angulo.

Hay varias maneras para referirse a un angulo, algunas de ellas ya han sido estudiadas en la
unidad de geometria. En trigonometria usualmente se utilizan letras griegas para identificar angulos,
como se muestra en la figura siguiente, en donde el angulo se llama & .

O Lado inicial

Angulo positivo y negativo

La medida de un angulo es positiva si la rotacién se produce en la direccién contraria al movimiento de
las agujas de un reloj y un angulo es negativo si la rotacién se produce en la misma direccién en que se
mueven las agujas de un reloj. La figura muestra un angulo positivo 8 y un dngulo negativo «
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Angulo positivo Angulo negativo
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Angulo en posicion estandar

Un angulo esta en posicidén estandar si su vértice coincide con el origen de un sistema de coordenadas
rectangulares y su lado inicial esta sobre el eje positivo de las x, como se muestra en la figura siguiente

Y

\9

Medicion de angulos en grados

La medida de un angulo esta determinada por el tamarno de la rotacion del lado inicial.

Uno de los sistemas utilizados para medir angulos es el sexagesimal que proviene de la época de los
babilonios y esta basado en los 360 dias.

Un grado es la medida de un angulo formado por la rotacién de un rayo ﬁ

partes de una revolucion completa y se escribe como 1°.

La figura que sigue muestra en forma aproximada un angulo cuya medida es 1°

10

Por ejemplo, la siguiente figura muestra un dngulo en posicion estandar cuya medida es 8 = 130°

yi

6 =130°

Algunos angulos tienen medidas mayores de 360° 0 menores de — 360° ya que una rotacién puede ser
mas grande de una revolucion. La siguiente figura muestra tres ejemplos de angulos grandes en

posicién estandar
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y y ¥
0 = 490° g =1720° 6 = -450°
N\ @ P
N x &J\ x \y x

Hay dos maneras de representar la parte fraccional de un grado. Una de ellas consiste en utilizar la
parte decimar de un grado, por ejemplo el angulo 35.43° tiene una medida de 35° mds una parte

fraccionaria 43 de un grado.
100

Otra manera de representar la parte fraccionaria de un grado consiste en utilizar Minutos y
Segundos, asi un grado se divide en 60 minutos y 1 minuto se divide en 60 segundos.

1°= 60, 1" = 60"

Aunque la mayor parte de calculadores cientificas cuentan con funciones que permiten cambiar
facilmente un angulo expresado en forma decimal a grados minutos y segundos y viceversa, en el
siguiente ejemplo se ilustra como hacerlo manualmente

Ejemplo 1: conversion de minutos y segundos a forma decimal y viceversa

a. Exprese el angulo 48.237° en grados minutos y segundos

b. Exprese el angulo 73°17'21" en forma decimal.

Solucion

a. La conversién a minutos y segundos se puede hacer de la forma siguiente
48.237° = 48°+0.237°

- 48°+0.237°-61—(]

=48°+14.22

60"
17

= 48°+14' + 0.22’

=48°+14'+13.2"
= 48°14'13.2"
b. La conversién de grados minutos y segundos a forma decimal se hace en forma similar
73°17'21" = 73°+17" + 21"
_717. L g L L
60’ 60" 60’
=73°+0.2833°+0.005833°
=73.2892°
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Medicion de angulos en radianes

Otro método utilizado para medir angulos es el radian. Para definir un radian primero considere una
circunferencia de radio r y un angulo central €, como se muestra en la figura siguiente

S

A

\\?__ |z

Si la longitud s del arco AB , subtendida por el 4ngulo 8 es igual a r, entonces la medida del angulo
0 es igual a 1 radian.

Un radidn es la medida del angulo central subtendido por un arco de
circunferencia de longitud r en una circunferencia de radio r.

Siun arco de circunferencia de radio r tiene una longitud s, entonces la
medida en radianes del angulo central 6 subtendido por el arco es

6=35
r

Por ejemplo si un arco tiene una longitud de 20 cm en un circulo de radio 8 cm, la medida en
radianes del angulo central es

0 = S radianes = 20 em

. 5 .
radianes = = radianes
r 8cm 2

Observe que los centimetros se cancelan al dividir la longitud del arco entre el radio, por lo tanto la
medida de un angulo en radianes es un nimero adimensional, es decir que no hay una unidad de
medida asociada con un radian.

Para establecer una relacién entre un angulo medido en grados y un angulo medido en radianes
recuerde que el perimetro de un circulo tiene una longitud S = 27zr, entonces la medida en radianes de
del 4ngulo central formado por una circunferencia es

0=3= 27r _ 27 radianes

r r

Como una circunferencia forma un dngulo de 360° se obtiene las equivalencias

360° = 27 rad
180° = 7z rad
Para convertir un angulo de radianes a grados, multiplique por [ 180;]
7 ra

Para convertir un dngulo de grados a radianes multiplique por (” ad)
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Ejemplo 2: conversion de grados a radianes y viceversa

a. Exprese el angulo 300° en radianes.

b. Exprese el angulo —% en grados.

Solucion

a. 300°= 300°( 41 rad) ~ 5, rad ~ 5.236rad
180° 3

b. —7—ﬁra :—7—”rad 180° = -315°
4 4 7 rad

La siguiente figura muestra una circunferencia con los angulos utilizados con mayor frecuencia
expresados en grados y en radianes. Consulte ésta figura cuando resuelva los ejercicios propuestos.

2 900’%
120°,2%
3 60°, %
135°,37 3
4 45°,
150°, 2% 300 X
6
180°, 7 0°,0
210°, 1% 330°,117
6
225°, 9% 315",%”
240°, 3
3 270°,3?”

Angulos coterminales

Dos angulos en posicién estandar son coterminales si tienen el mismo lado inicial y el mismo lado
terminal, La figura siguiente muestra 3 angulos coterminales con medidas de 60°, 420° y —300°.

y

_3(%

60°
A
N

En general, la expresion para calcular angulos coterminales con un angulo dado es la siguiente
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Longitud de arco y area del sector circular

La longitud de un arco de circunferencia se obtiene facilmente a partir de la definiciéon de la formula

. . s
para un angulo expresado en radianes € = = .
r

En la figura se muestra un arco de longitud s
A

W) B

El area de un sector circular es una fracciéon o del area del circulo 7r?, donde el dngulo esta
V4

expresado en radianes, es decir que el area del sector circular es proporcional a la medida del dngulo
central
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Ejemplo 3: Relacion de giros entre poleas

La figura muestra dos poleas de radios 2 cm y 4 cm respectivamente. Si la polea mayor gira un angulo
de 360°. Calcule el angulo girado por la polea pequefia si no hay
deslizamiento.

Solucion

Si no hay deslizamiento, la longitud del arco que se desplaza la faja en la polea mayor
es igual a la longitud del arco en la polea menor.

Como 360°= 2rrad, en la polea mayor la longitud del arco girado es
s=0r=(2r7)4) =8
En la polea menor el angulo girado es

a=§=8—”=47z

r 2

Es decir que la polea pequena da dos vueltas por cada vuelta que da la polea mayor.

Ejemplo 4: Area entre dos sectores circulares

La figura muestra un rectangulo polar, el cual esta formado por dos arcos
de circulos concéntricos de longitudes 8 cm y 18 cm y lados de 10 cm.
Calcule él area sombreada.

A

Sea r el radio del sector cuya longitud de arco es 8 cm y sea € el angulo central, como
se indica en la figura siguiente

10

Solucion

(2

r 10

La longitud del arco en el sector pequefio es
8 =06r
Mientras que en el sector grande la longitud del arco es
18 = 4(r + 10)
Despejando 6 en ambas ecuaciones e igualando
8 18

r r+10

Despejando r
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La medida del angulo central es

6.1 Angulos y sus medidas 8

8(r +10) =18r

8r + 80 =18r
10r = 80
r=28

8 8

H:—:—:
r 8

1rad

El area sombreada es la diferencia de las areas de los sectores

A

S

Ly

:lRQQ_
2 2

_1 201y _ 1gy\2
= 218 W - 287 )

=130cm?
Ejercicios de la seccion 6.1
En los ejercicios 1 a 8 dibuje el angulo dado en 25 11z 26. 4r
posicién estandar " 18 '
1. 140 -330 97, 11z 28. 61
3. —450° 1140° 3 5
5 n 6 T En los ejercicios 29 a 34 dibuje el angulo dado en
’ 3 ) 3 posicién estandar y encuentre un angulo a que
3 sea coterminal con el 4ngulo dado tal que
7. —7” 8. bx 0°< a < 360°
En los ejercicios 9 al2 exprese el angulo dado en 29. 90 30. 400
forma decimal 31. 720° 32. 1250°
9. -25°12 10. 148°7'30" 33. -120° 34. -540°
11. —328°15'40" 12. 420°17'31" En los ejercicios 35 a 40 encuentre un angulo &
En los ejercicios 13 a 16 exprese en angulo dado quoelz‘ sea (;: o<te61;n<111;al con el éangulo dado en
en términos de grados minutos y segundos radianes, U = ¢ = ax
13. 210.78° 14, -20.45° 35. 12?” 36. —7?”
15. 330.125 16. —430.667
En los ejercicios 17 a 22, convierta el angulo de  37. % 38. —%
grados a radianes. Exprese la respuesta en
términos de 7z
17. 270° 18. 120°40' 39, _1lz 40. 327
19. —52° 20. 540° 3 3
91. -930° 29. ~100° 41. Calcule la longitud de un arco en un circulo

En los ejercicios 23 a 28, convierta el angulo de
radianes a grados.

3z

23. ~ 24.
5

de 10 cm de didametro y un angulo central de

40°.
42.

Un arco de 40 cm subtiende un angulo central

6 en un circulo de 8 cm de radio. Calcule la

medida del angulo central.



UNIDAD 6 Trigonometria

43.

44.

45.

46.

47.

Encuentre el radio de un circulo si un arco de
12 cm de longitud subtiende un &angulo
central de z/3.

En un circulo de radio 6 cm un angulo central
subtiende un arco de 50 cm. Calcule el area
del sector circular formado por el mismo
angulo central.

La rueda de un auto tiene un diametro de 24
pulgadas. Determine cudntas revoluciones
debe dar la rueda para que el auto recorra
una distancia de 5 km.

La rueda delantera de un triciclo tiene un
diametro de 20 pulgadas. /Qué distancia
recorrera un nino si pedalea 60 revoluciones?

Suponiendo que la Orbita de la Tierra
alrededor del Sol es una circunferencia con
radio de 150 millones de kilémetros y que la
tierra tarda 365 dias en completar una 6rbita.
Calcula la distancia recorrida por la tierra en
1 hora.

48.

49.

50.

51.
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Si la tierra tiene un radio de 3,960 millas y la
tierra da una vuelta sobre su eje en 24 horas.
Calcula la distancia recorrida por un punto
sobre en un tiempo de 30 minutos, debido a la
rotacion de la tierra.

La rueda estrella delantera de una bicicleta
tiene un radio de 12 cm y la estrella trasera
tiene un diametro de 3 cm. Si las llantas
tienen un radio de 40 cm. Calcule la
distancia recorrida si un ciclista pedalea sin
parar 50 revoluciones.

El angulo subtendido por el sol visto desde la
tierra a 93 millones de millas de distancia es
de 0.093 radianes. Encuentre el didmetro del
sol.

Un reloj tiene las agujas de minutos y horas
del 6 pulgadas de largo. Encuentre el area
del sector que forman cuando son las 5:40.



