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TEMA 1(35 puntos)

2a2

b
a) Demuestre que fa xdx = usando la definicion de integral definida

con x; = x;
b) Evalue la siguiente integral definida interpretandola en términos de areas:

f4 (x —/ (16 — x2))dx

c) Evalue la siguiente integral definida usando el Teorema Fundamental del
Calculo, Parte 2:

1
f lx + 2|dx
-5

TEMA 2 (20 puntos).

a) Obtenga [x3Vx2+ 1dx usando la regla de la sustitucion.

b) Sif(x) = fox(l —t2) et’dt ssobre qué intervalos es creciente f?

TEMA 3(20 puntos).

Encuentre el area de la region acotada por la curva: X +y = 0, ylacurva x =

y*+ 3y

TEMA 4(25 puntos).

Calcular el volumen del sélido obtenido al girar la region acotada por las siguientes
curvas.

y:i=x, x=2y
a) Cuando la region gira alrededor de la recta x = 6 , usando método de los
cascarones cilindricos.
b) Cuando la region gira alrededor de la recta x = —2, usando método de la
arandela.



0.1.

a) Demuestre que fab xdr =

Solucion de examen

Tema 1(35 puntos)

b%—a?
2

usando la definicién de integral definida con z} = x;.

No. Explicacion Operatoria
Esta integral se puede expresar como el f rdr = r}l_{ilo Z fzi)Ax
limite de la suma de Riemann. Se divide el Ay — b=a
1 intevalo [a,b] en n subintervalos y se toman A
como puntos muestra los puntos extremos T; =a+ 77t
derechos z} = ;. flai) = a+ =4
fab rdr =
2 Se sustituye f(z;) y Az en el limite. n .
Jin 32 (ot 25ed) (55)
- —a —a) 2
3 Desarrollando el limite anterior se obtiene. nh_{f}o ; (a (bT) + (bT) Z)
El primer término de la sumatoria es una li_}rn (a% (%) + (b_Ta)2 > z)
n oo i=1
tant b = nc. El
constante y se sabe que i:Zlc ne —a(b—a) + lim (b_Ta)Z (n nTl))
4 segundo término se obtiene de la férmula ) e (b—a?
para la suma de enteros positivos =ab—a”+ nh_{go o (n+1)
n( n+1 a , _ 1250
22— =ab a2+(b2)+%
fab xdr = lim Z f(z) Az
TL‘)OO
- o s bt - w—f+ﬁ%$ﬁ
5 Simplificando la expresion se obtiene el

resultado indicado.

%—l—— a? 4+ ab —

b%2—a?




b) Evalte la siguiente integral definida interpretdndola en términos de dreas:

f:(x — 16 — a?)dx

Explicacion

Operatoria

Al dibujar las funciones por separado
en el mismo sistema coordenado se
puede observar que esta formada por
una recta y un semicirculo de radio
igual a 4.

Dado que f y g son continuas se puede
aplicar la siguiente propiedad de las
integrales: f:[f(x) + g(x)]dz =
f:f(a:)dx - f;g(x)dx. Se observa que
el area bajo la curva y = x en el
intervalo [—4, 4] es una diferencia de
areas cuyo resultado es igual a cero.
Por otro lado, el area del semicirculo

esta dada por 72

fil[x — V16 — 22|dx =

f4 dx + f: —V16 — x2dx =

—m(4)?
2

Por lo tanto el resultado de la integral
definida interpretandola en términos
de areas es:

[z — V16 — 22)de = —8n




c) Evalie la siguiente integral definida usando el Teorema Fundamental del Calculo, parte 2:

f_15 |z + 2|dx

No. Explicacion Operatoria

Debido a que f(z) = |z + 2| es una
funcion por partes la integral se divide
en dos. En la gafica se puede observar

1
el area bajo la curva que se desea f,5 |z + 2|dx

encontrar. ) .
= f:5 [—a:—Q]dm—l—f_Q[a:—l—Z]da:
fz) = —rx—2 sixr < -2
T)= r+2 sixz>-—2 2 -2 22 1
= [—% — 290] + [7 + 21’}
-5 -2

. — [2-(B+10)]+3-2-4

\ - 242 10+2 42

= 9




0.2.

Tema 2(20 puntos)

a) Obtenga [ 2*v/z? + 1dx usando la regla de la sustitucion.

No. Explicacion Operatoria
Se realiza la sustitucién v = 2? + 1y 5 /22 1 1d 2
factor del término 23 J' Vet lde u=at
1 Se sepata Ut fac = [2%2\/22+ ldr du = 2zdx
para poder utilizar la regla de la
sustitucion.
2 =u—1
, _ vdr = %
9 Sustituyendo la nueva variable y el ) 1)y
diferencial en la integral se obtiene. J2Peva? +1de = | Tdu
TR =) d
L (32 — 12\ 4 1 2u5/2 2u3/2 C
Ahora se puede encontrar un f 2 (“ u ) U = 5 +
5| s oY por =5 A0
 ntl T _1(..2 5/2 1 1)3/2
ultimo se retorna a la variable x. =5 +1) 3 (x +1)7F+C
b) fo et dt jsobre qué intervalos es creciente £?
No. Explicacion Operatoria
. = [y (1 —t?)eat
1 Aplicando el Teorema Fundamental del / 0 ye o
Calculo, parte 1 se obtiene: f (x) =(1-u )ex
(1—=x ) =0
Se determinan los puntos criticos 1—22=0
3 . ,
resolviendo f'(z) =0 = +1
F(=2) = —3¢!
f'(0)
/ —
Se evalia f’(z) en cada intervalo. f(x) es (2)
4 creciente en los intervalos cuya pendiente Int ) ,
es positiva, es decir, cuando f’(z) > 0. ntervato ‘ f'(z) ‘ f,
(—o0,—1)| — |decreciente
(—1,1) + | creciente
(1,00) — | decreciente
5 Por lo tanto, f(x) es creciente en el (—1.1)

intervalo:




0.3.

Encuentre el 4rea de la regién acotada por la curva: z +y = 0, y la curva x = y? + 3y.

Tema 3 (20 puntos)

No. Explicacion Operatoria
Pri determi 1 tos d =yt
Primero se determinan los puntos de y(y +4) =0
interseccién entre las funciones. Por ) .,
1 - . . Puntos de interseccion:
facilidad se despeja x de la primera =0 gy — A
funcis iguala a 1 : o
uncién y se iguala a la segunda e =0 1=
Se muestra la géafica de la regién S
2 resultante. Para determinar el area se »———\ @
utilizan diferenciales de . T
El largo de cada diferencial es igual a
la diferencia entre las curvas = —y y A =1+ Ay
x = y* + 3y. Luego, el drea de cada Ai = =y — (12 + 3y)|A
diferencial es igual a su largo [; por el L " yi=y
3 ancho Ay. Y sumando todos los A= lim ) A
diferenciales de area A; conforme =1
Ay — 0 se determina el area total A= [0~y — (v° + 3y)ldy
entre las curvas en el intervalo
—4<y<0.
0
A= [0, [y — dy)ldy
-y 2]°
4 Resolviendo la integral se obtiene: —4




0.4. Tema 4 (25 puntos)
Calcular el volumen del solido obtenido al girar la regiéon acotada por las siguientes curvas.
y*=u, T =2y

a) Cuando la regién gira alrededor de la recta = = 6, usando método de los cascarones cilindricos.

No. Explicacion Operatoria

y* =2y
yly—2)=0
Puntos de interseccién:
h1=0 y=2
Ty = 0 To = 4

EL primer paso es encontrar los
1 puntos de interseccion entre las i <
curvas. La regién entre las curvas se
muestra en la figura.

(8]
T

§ F , X=6
= 71i e ( : = 6-xi
Il b/ -
;E Vo |
dx 2 4 6 8
Para determinar el volumen por el
método de cascarones cilindricos se ri=0—ux;
9 encuentra el radio de revolucion y la hi = \/T; — x;/2
altura de' los diferenciales. Recordar V= f04 21(6 — 2)(vT — x/2)dx
que los diferenciales son paralelos al

eje de rotacion.

V = 27rf04 [6301/2 +3x— 232+ %} dx

V:2W[4$3/2—%—M+%3]4

3 Resolviendo la integral se obtiene: > 0
V=2r(32-24- %+ &)
__ 1767 ,,3
V= Fu




b) Cuando la regién gira alrededor de la recta = —2, usando el método de la arandela.

No. Explicacion Operatoria
S b ‘ = -
ri=2+yA2 ‘ P )
T
, , x=-2 dy
Por el método de la arandela los
diferenciales son perpendiculares al eje | = 5 3 :
de rotacion (x = —2). El radio exterior
1 es igual a la distancia de la curva -1}
y = 7 al eje de rotacion y el radio
interior es igual a la distancia de la N
curva y = /7 al eje de rotacion.
re = 2+ 2y;
ri =2+ y?

V= [ w2+ 200)? — (2 + y2)2)dy

V:ﬂf024+8y+4y2—4—4y2—y4)dy
=7 [F(~y* + 8y)dy
3 Resolviendo la integral se obtiene: _ 2
& V=mn [Ty + 4y ]

V=
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