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TEMA 1. (20 puntos) 

Sea la función 

𝑓(𝑥) = 𝑥3 + 3 

Encuentre la ecuación de la recta tangente a la curva de la función dada y que al mismo tiempo pase 

por el punto 𝑃(−1,−2). Para el efecto, siga el siguiente procedimiento 

a) Encuentre la derivada de la función utilizando la definición de derivada por limite y luego 

compruebe por regla de derivada 

b) Plantee las ecuaciones necesarias para encontrar el punto de tangencia 

c) Determine la ecuación solicitada 

TEMA 2. (20 puntos) 

Encuentre el valor del límite, si existe, si no lo hay explique porque: 

a) lim
𝑥→−∞

4𝑥+5

√𝑥2−2𝑥
    b)   lim

𝑥→0
[

𝑠𝑒𝑛3(𝑥)

𝑥(cos(𝑥)−1)
] 

TEMA 3. (20 puntos) 

Encuentre 
𝑑𝑧

𝑑𝑤
 

a) 𝑒𝑧𝑤 + tan(𝑧) = csc⁡(2𝑤)  b) 𝑧 = [cos⁡(𝑤2)]𝑒
𝑠𝑒𝑛(𝑤2)

 

TEMA 4. (25 puntos) 

Grafique la curva de la función 𝑔(𝑥), sabiendo que es una función “impar” y cumple con las 

siguientes condiciones: 

1. 𝑔(0) = 0    𝑔′(0) = 0 
2. 𝑔′_(𝑥 = 2) = 4    𝑔′

+
(𝑥 = 2) = −0.5 

3. lim
𝑥→2−

𝑔(𝑥) = 4    lim
𝑥→2+

𝑔(𝑥) = 4   𝑔(2) = 6 

4. lim
𝑥→3−

𝑔(𝑥) = −∞   lim
𝑥→3+

𝑔(𝑥) = −∞ 

5. lim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = 4 

TEMA 5. (15 puntos) 

Dada la función: 

ℎ(𝑥) = |4 − 𝑥2| 

a) Por definición de continuidad, demuestre que la función es continua en 𝑥 = 2 

b) Por definición de diferenciabilidad, demuestre que la derivada de la función en 𝑥 = 2no 

existe. 

 

 

 



TEMA 1. (20 puntos) 

Sea la función 

𝑓(𝑥) = 𝑥3 + 3 

Encuentre la ecuación de la recta tangente a la curva de la función dada y que al mismo tiempo pase 

por el punto 𝑃(−1,−2). Para el efecto, siga el siguiente procedimiento 

a) Encuentre la derivada de la función utilizando la definición de derivada por limite y luego 

compruebe por regla de derivada 

𝑓(𝑥) = 𝑥3 + 3 

La definición de derivada por limite indica que 

𝑓′(𝑥) = lim
ℎ→0

𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥)

ℎ
 

Entonces 

𝑓′(𝑥) = lim
ℎ→0

{(𝑥 + ℎ)3 + 3} − (𝑥3 + 3)

ℎ
 

𝑓′(𝑥) = lim
ℎ→0

(⁡𝑥3 + 3𝑥2ℎ + 3𝑥ℎ2 + ℎ3 + 3) − (𝑥3 + 3)

ℎ
 

𝑓′(𝑥) = lim
ℎ→0

⁡𝑥3 + 3𝑥2ℎ + 3𝑥ℎ2 + ℎ3 + 3 − 𝑥3 − 3

ℎ
 

𝑓′(𝑥) = lim
ℎ→0

3𝑥2ℎ + 3𝑥ℎ2 + ℎ3

ℎ
 

Aplicando factor común h 

𝑓′(𝑥) = lim
ℎ→0

ℎ(3𝑥2 + 3𝑥ℎ + ℎ2)

ℎ
 

 

𝑓′(𝑥) = lim
ℎ→0

3𝑥2 + 3𝑥ℎ + ℎ2 

Valuando el límite 

𝑓′(𝑥) = 3𝑥2 + 0 + 0 

𝑓′(𝑥) = 3𝑥2 

Comprobando el resultado con la regla de la cadena 

𝑓′(𝑥) = 3𝑥3−1 

𝑓′(𝑥) = 3𝑥2 

 



b) Plantee las ecuaciones necesarias para encontrar el punto de tangencia 

Verificando que 𝑃(−1, −2)⁡se encuentra en la función ⁡𝑓(𝑥) = 𝑥3 + 3 

−2 = (−1)3 + 3 

−2 = −1 + 3 

−2 ≠ 2 

Al no cumplir la igualdad, el punto 𝑃(−1,−2)⁡no está sobre la recta. 

 

Definiendo un nuevo punto de tangencia, sea el punto de tangencia (𝑎, 𝑓(𝑎)) 

Sustituyendo el punto de tangencia (𝑎, 𝑓(𝑎)) en la ecuación de la recta y despejando “m” se obtiene 

𝑚 =
𝑓(𝑎) − (−2)

𝑎 − (−1)
 

𝒎 =
𝒇(𝒂) + 𝟐

𝒂 + 𝟏
 

Sustituyendo el punto de tangencia (𝑎, 𝑓(𝑎2)) en 𝑓(𝑥) = 𝑥3 + 3 se obtiene 

𝒇(𝒂) = 𝒂𝟑 + 𝟑 

Entonces 

𝒇′(𝒂) = 𝟑𝒂𝟐 

Dado que la derivada de una función es la pendiente de la recta tangente 

𝑚 = 𝑓′(𝑎) 

Igualando las ecuaciones obtenemos 

𝑓(𝑎) + 2

𝑎 + 1
= 3𝑎2 

Sustituyendo 𝑓(𝑎) en la igualdad anterior se obtiene 

(𝑎3 + 3) + 2

𝑎 + 1
= 3𝑎2 

𝑎3 + 5 = 3𝑎2(𝑎 + 1) 

𝑎3 + 5 = 3𝑎3 + 3𝑎2 

2𝑎3 + 3𝑎2 − 5 = 0 

 

 

 



Resolviendo la ecuación se obtienen los valores de a los cuales son 

𝒂𝟏 = 𝟏
𝑎2 = −1.25 − 0.968245𝑖
𝑎3 = −1.25 + 0.968246𝑖

 

Por tanto el valor es 𝒂𝟏 = 𝟏 

Entonces 

𝑓(𝑎) = 𝑎3 + 3 

𝑓(1) = 13 + 3 

𝒇(𝟏) = 𝟒 

Sustituyendo los valores de (𝑎, 𝑓(𝑎)) en la ecuación “m” 

𝑚 =
4 + 2

1 + 1
 

𝑚 =
6

2
 

𝒎 = 𝟑 

c) Determine la ecuación solicitada 

La ecuación de la recta está definida por 

(𝑦 − 𝑦0) = 𝑚(𝑥 − 𝑥0) 

Sustituyendo el punto 𝑃(−1,−2) y 𝑚 = 3 en la ecuación de la recta 

(𝑦 − (−2)) = 3(𝑥 − (−1)) 

(𝑦 + 2) = 3(𝑥 + 1) 

𝑦 + 2 = 3𝑥 + 3 

𝒚 = 𝟑𝒙 + 𝟏 

 

 

 

 

 

 

 

 



TEMA 2. (20 puntos) 

Encuentre el valor del límite, si existe, si no lo hay explique porque: 

a) lim
𝑥→−∞

4𝑥+5

√𝑥2−2𝑥
 

Sabiendo que 

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→∞

𝑓(−𝑥) 

Entonces 

lim
𝑥→−∞

4𝑥 + 5

√𝑥2 − 2𝑥
= lim

𝑥→∞

4(−𝑥) + 5

√(−𝑥)2 − 2(−𝑥)
 

= lim
𝑥→∞

−4𝑥 + 5

√𝑥2 + 2𝑥
 

Dividiendo dentro de 
1

√𝑥2
 al numerador y denominador 

= lim
𝑥→∞

−4𝑥 + 5

√𝑥2

√𝑥2 + 2𝑥

√𝑥2

 

= lim
𝑥→∞

−4𝑥 + 5
𝑥

√𝑥2 + 2𝑥
𝑥2

 

= lim
𝑥→∞

−4𝑥 + 5
𝑥

√𝑥2 + 2𝑥
𝑥2

 

= lim
𝑥→∞

−4𝑥
𝑥 +

5
𝑥

√𝑥2

𝑥2 +
2𝑥
𝑥2

 

= lim
𝑥→∞

−4𝑥
𝑥 +

5
𝑥

√𝑥2

𝑥2 +
2𝑥
𝑥2

 

= lim
𝑥→∞

−4 +
5
𝑥

√1 +
2
𝑥

 

 

 



Aplicando el límite 

=
−4 + 0

√1 + 0
 

= −4 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→−∞

𝟒𝒙 + 𝟓

√𝒙𝟐 − 𝟐𝒙
= −𝟒 

 

b) lim
𝑥→0

[
𝑠𝑒𝑛3(𝑥)

𝑥(cos(𝑥)−1)
] 

 

lim
𝑥→0

[
𝑠𝑒𝑛3(𝑥)

𝑥(cos(𝑥) − 1)
] 

Reescribiendo la expresión del numerador se obtiene 

= lim
𝑥→0

[
𝑠𝑒𝑛2(𝑥) ∗ 𝑠𝑒𝑛(𝑥)

𝑥(cos(𝑥) − 1)
] 

Reescribiendo la función se obtiene 

 

= lim
𝑥→0

[
𝑠𝑒𝑛(𝑥)

𝑥
∗

𝑠𝑒𝑛2(𝑥)

(cos(𝑥) − 1)
] 

Por definición 

lim
𝑥→0

𝑠𝑒𝑛(𝑥)

𝑥
= 1 

Entonces 

= lim
𝑥→0

[1 ∗
𝑠𝑒𝑛2(𝑥)

(cos(𝑥) − 1)
] 

Aplicando la identidad 

𝑠𝑒𝑛2(𝑥) + 𝑐𝑜𝑠2(𝑥) = 1 

Reescribiendo la identidad anterior 

𝑠𝑒𝑛2(𝑥) = 1 − 𝑐𝑜𝑠2(𝑥) 

Entonces 

= lim
𝑥→0

[1 ∗
(1 − 𝑐𝑜𝑠2(𝑥))

(cos(𝑥) − 1)
] 



Aplicando diferencia de cuadrados se obtiene 

= lim
𝑥→0

[
(1 − 𝑐𝑜𝑠(𝑥)) ∗ (1 + cos⁡(𝑥))

(cos(𝑥) − 1)
] 

Aplicando factor común a la expresión del denominador se obtiene 

= lim
𝑥→0

[
(1 − 𝑐𝑜𝑠(𝑥)) ∗ (1 + cos⁡(𝑥))

(−1)(−cos(𝑥) + 1)
] 

Reescribiendo la expresión del denominador se obtiene 

= lim
𝑥→0

[
(1 − 𝑐𝑜𝑠(𝑥)) ∗ (1 + cos⁡(𝑥))

(−1)(1 − cos⁡(𝑥))
] 

= lim
𝑥→0

[
(1 + cos⁡(𝑥))

(−1)
] 

= lim
𝑥→0

[−(1 + cos⁡(𝑥)] 

Valuando el límite 

= [−(1 + cos⁡(0)] 

= [−(1 + 1)] 

= −2 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎

[
𝒔𝒆𝒏𝟑(𝒙)

𝒙(𝐜𝐨𝐬(𝒙) − 𝟏)
] = −𝟐 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

TEMA 3. (20 puntos) 

Encuentre 
𝑑𝑧

𝑑𝑤
 

a) 𝑒𝑧𝑤 + tan(𝑥) = csc⁡(2𝑤) 

𝑒𝑧𝑤 + tan(𝑧) = csc⁡(2𝑤) 

 

Derivando implícitamente se obtiene 

𝑒𝑧𝑤 (𝑤
𝑑𝑧

𝑑𝑤
+ 𝑧) + 𝑠𝑒𝑐2(𝑧)

𝑑𝑧

𝑑𝑤
= −2csc⁡(2𝑤)cot⁡(2𝑤) 

Expandiendo la función se obtiene 

𝑤 ∗ 𝑒𝑧𝑤
𝑑𝑧

𝑑𝑤
+ 𝑧 ∗ 𝑒𝑧𝑤 + 𝑠𝑒𝑐2(𝑧)

𝑑𝑧

𝑑𝑤
= −2csc⁡(2𝑤)cot⁡(2𝑤) 

Agrupando 
𝑑𝑧

𝑑𝑤
 

𝑤 ∗ 𝑒𝑧𝑤
𝑑𝑧

𝑑𝑤
+ 𝑠𝑒𝑐2(𝑧)

𝑑𝑧

𝑑𝑤
+ 𝑧 ∗ 𝑒𝑧𝑤 = −2csc⁡(2𝑤)cot⁡(2𝑤) 

 

Aplicando factor común  
𝑑𝑧

𝑑𝑤
 

𝑑𝑧

𝑑𝑤
(𝑤 ∗ 𝑒𝑧𝑤 + 𝑠𝑒𝑐2(𝑧)) + 𝑧 ∗ 𝑒𝑧𝑤 = −2csc⁡(2𝑤)cot⁡(2𝑤) 

Reescribiendo la función se obtiene 

𝑑𝑧

𝑑𝑤
(𝑤 ∗ 𝑒𝑧𝑤 + 𝑠𝑒𝑐2(𝑧)) = −2csc(2𝑤) cot(2𝑤) − 𝑧 ∗ 𝑒𝑧𝑤 

Despejando 
𝑑𝑧

𝑑𝑤
 

𝒅𝒛

𝒅𝒘
=

−𝟐 𝐜𝐬𝐜(𝟐𝒘) 𝐜𝐨𝐭(𝟐𝒘) − 𝒛 ∗ 𝒆𝒛𝒘

(𝒘 ∗ 𝒆𝒛𝒘 + 𝒔𝒆𝒄𝟐(𝒛))
 

 

 

 

 

 



 

b) 𝑧 = [cos⁡(𝑤2)]𝑒
𝑠𝑒𝑛(𝑤2)

 

𝑧 = [cos⁡(𝑤2)]𝑒
𝑠𝑒𝑛(𝑤2)

 

Aplicando Ln en ambos lados de la igualdad 

ln⁡[𝑧] = 𝑒𝑠𝑒𝑛(𝑤2) ∗ ln|cos(𝑤2)| 

Derivando implícitamente 

1

𝑧
∗

𝑑𝑧

𝑑𝑤
= 𝑒𝑠𝑒𝑛(𝑤2) ∗ 𝑐𝑜𝑠(𝑤2) ∗ 2𝑤 ∗ ln|cos(𝑤2)| + 𝑒𝑠𝑒𝑛(𝑤2) ∗

1

cos(𝑤2)
∗ −𝑠𝑒𝑛(𝑤2) ∗ 2𝑤 

 

1

𝑧
∗

𝑑𝑧

𝑑𝑤
= 𝑒𝑠𝑒𝑛(𝑤2) ∗ 𝑐𝑜𝑠(𝑤2) ∗ 2𝑤 ∗ ln|cos(𝑤2)| − 𝑒𝑠𝑒𝑛(𝑤2) ∗

𝑠𝑒𝑛(𝑤2)

cos(𝑤2)
∗ 2𝑤 

1

𝑧
∗

𝑑𝑧

𝑑𝑤
= 𝑒𝑠𝑒𝑛(𝑤2) ∗ 𝑐𝑜𝑠(𝑤2) ∗ 2𝑤 ∗ ln|cos(𝑤2)| − 𝑒𝑠𝑒𝑛(𝑤2) ∗ tan(𝑤2) ∗ 2𝑤 

1

𝑧
∗

𝑑𝑧

𝑑𝑤
= 2𝑤 ∗ 𝑒𝑠𝑒𝑛(𝑤2)[𝑐𝑜𝑠(𝑤2) ∗ ln|cos(𝑤2)| − tan(𝑤2)] 

𝒅𝒛

𝒅𝒘
= 𝟐𝒘𝒛 ∗ 𝒆𝒔𝒆𝒏(𝒘𝟐)[𝒄𝒐𝒔(𝒘𝟐) ∗ 𝐥𝐧 𝐜𝐨𝐬(𝒘𝟐) − 𝐭𝐚𝐧(𝒘𝟐)] 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



TEMA 4. (25 puntos) 

Grafique la curva de la función 𝑔(𝑥), sabiendo que es una función “impar” y cumple con las 

siguientes condiciones: 

1. 𝑔(0) = 0    𝑔′(0) = 0 
2. 𝑔′_(𝑥 = 2) = 4    𝑔′

+
(𝑥 = 2) = −0.5 

3. lim
𝑥→2−

𝑔(𝑥) = 4    lim
𝑥→2+

𝑔(𝑥) = 4   𝑔(2) = 6 

4. lim
𝑥→3−

𝑔(𝑥) = −∞   lim
𝑥→3+

𝑔(𝑥) = −∞ 

5. lim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = 4 

 

 

 

 

 

 

 

 



TEMA 5. (15 puntos) 

Dada la función: 

ℎ(𝑥) = |4 − 𝑥2| 

a) Por definición de continuidad, demuestre que la función es continua en 𝑥 = 2 

b) Por definición de diferenciabilidad, demuestre que la derivada de la función en 𝑥 = 2no 

existe. 

Graficando la función ℎ(𝑥) 

 

4 − 𝑥2 = 0 

𝑥2 = 4 

𝑥 = ±2 

Intervalos Valor (x) Signo h(x) 

(−∞, −2) -3 - 

(−2,2) 0 + 

(2, ∞) 3 - 

 

ℎ(𝑥) = {

−(4 − 𝑥2)⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡𝑥 < −2

+(4 − 𝑥2) ⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡− 2 ≤ 𝑥 < 2

−(4 − 𝑥2)⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡𝑥 ≥ 2

 

 

 

 

 

 

 

3 2 1 1 2 3

1

2

3

4

5



a) Por definición de continuidad, demuestre que la función es continua en 𝑥 = 2 

El teorema de continuidad nos indica que na función f  es continua sobre un intervalo si es continua 

en cada número en el intervalo. Además 

Una función f es continua por la derecha de un número en 𝑥 = 𝑎 si 

lim
𝑥→𝑎+

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑎) 

Y f es continua por la izquierda de⁡𝑥 = 𝑎 si 

lim
𝑥→𝑎−

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑎) 

 

Aplicando los teoremas anteriores entonces 

La función ℎ(𝑥)es continua por la derecha de un número en 𝑥 = 2 si 

lim
𝑥→2+

ℎ(𝑥) = ℎ(2) 

lim
𝑥→2+

(4 − 𝑥2) = ℎ(2) 

Aplicando el límite por la derecha se obtiene 

ℎ(2) = 0 

Y ℎ(𝑥) es continua por la izquierda de⁡𝑥 = 2 si 

lim
𝑥→𝑎−

ℎ(𝑥) = ℎ(𝑎) 

lim
𝑥→2−

−(4 − 𝑥2) ⁡= ℎ(2) 

Aplicando el limite por la izquierda se obtiene que 

ℎ(2) = 0 

 

Entonces 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟐+

(𝟒 − 𝒙𝟐) = 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟐−

−(𝟒 − 𝒙𝟐) ⁡= 𝒉(𝟐) = 𝟎 

La función en 𝒙 = 𝟐⁡es continúa. 

 

 

 

 



b) Por definición de diferenciabilidad, demuestre que la derivada de la función en 𝑥 = 2 no 

existe. 

 

Una función f es derivable en 𝑥 = 𝑎 si 𝑓′(𝑎) existe. 

𝑓′(𝑎) = lim
𝑥→𝑎+

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑎)

𝑥 − 𝑎
 

𝑓′(𝑎) = lim
𝑥→𝑎−

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑎)

𝑥 − 𝑎
 

 

Una función ℎ(𝑥) es derivable en 𝑥 = 2 si ℎ′(2) existe. 

Aplicando el límite por la derecha en 𝑥 = 2 se obtiene 

ℎ′(𝑎) = lim
𝑥→𝑎+

ℎ(𝑥) − ℎ(𝑎)

𝑥 − 𝑎
 

ℎ′(2) = lim
𝑥→𝑎+

ℎ(𝑥) − ℎ(2)

𝑥 − 2
 

ℎ′(2) = lim
𝑥→2+

+(4 − 𝑥2) − ℎ(2)

𝑥 − 2
 

Del inciso anterior se obtuvo que ℎ(2) =0, entonces: 

ℎ′(2) = lim
𝑥→2+

4 − 𝑥2

𝑥 − 2
 

ℎ′(2) = lim
𝑥→2+

(2 − 𝑥)(2 + 𝑥)

𝑥 − 2
 

ℎ′(2) = lim
𝑥→2+

(2 − 𝑥)(2 + 𝑥)

−1(2 − 𝑥)
 

ℎ′(2) = lim
𝑥→2+

−(2 + 𝑥) 

ℎ′(2) = −(2 + 2) = −4 

 

Aplicando el límite por la izquierda en 𝑥 = 2 se obtiene 

ℎ′(𝑎) = lim
𝑥→𝑎−

ℎ(𝑥) − ℎ(𝑎)

𝑥 − 𝑎
 

ℎ′(2) = lim
𝑥→2−

ℎ(𝑥) − ℎ(2)

𝑥 − 2
 

ℎ′(2) = lim
𝑥→2−

−(4 − 𝑥2) − ℎ(2)

𝑥 − 2
 



Del inciso anterior se obtuvo que ℎ(2) =0, entonces: 

ℎ′(2) = lim
𝑥→2−

−(4 − 𝑥2)

𝑥 − 2
 

ℎ′(2) = lim
𝑥→2−

−(2 − 𝑥)(2 + 𝑥)

𝑥 − 2
 

ℎ′(2) = lim
𝑥→2−

−(2 − 𝑥)(2 + 𝑥)

−(2 − 𝑥)
 

ℎ′(2) = lim
𝑥→2−

(2 + 𝑥) 

ℎ′(2) = 2 + 2 = 4 

Entonces 

lim
𝑥→2+

+(4 − 𝑥2) − ℎ(2)

𝑥 − 2
≠ lim

𝑥→2−

−(4 − 𝑥2) − ℎ(2)

𝑥 − 2
 

ℎ′(2)+ ≠ ℎ′(2)− 

−4 ≠ 4 

Se demuestra por definición de diferenciabilidad, que la derivada 

de la función en 𝒙 = 𝟐 no existe, ya que 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟐+

𝒇(𝒙)−𝒇(𝟐)

𝒙−𝟐
≠

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟐−

𝒇(𝒙)−𝒇(𝟐)

𝒙−𝟐
 

 

 


