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Problema 1: (20 puntos)

La base de un sélido es el drea limitada por las funciones f(x) = |x| y la recta g(x) = 6.
Determine el volumen del sélido si todas las secciones planas perpendiculares al eje y son
tridngulos equilateros, con uno de sus lados en la base del sélido.

Problema 2: (30 puntos)

, 9—4x2 x? 1/2sin"1x
a. limy,_j5——— b. [ —dx c —dx

Problema 3: (15 puntos)
Sif(3)=7 g(1)=3, k(1) =2, f'3) =7, g’(1) = -2, K'(1) = 4, determine i’(1) si

i =LY (=)
h(x)

Problema 4: (20 puntos)

El tanque que se observa en la figura tiene

agua hasta la mitad de su altura, determine

el trabajo necesario para vaciar el tanque

por un tubo de descarga que se encuentra

1.5 metros por encima de la parte superior.

2m

a. Dibuje el elemento diferencial de :
volumen St |
b. Determine la funcién distancia. "

Problema 5: (15 puntos)

Halle una pardbola y = ax? + bx + ¢ que pase por el punto (1, 4) y cuyas rectas tangentes en
=-—1,x =35 y tengan pendientes de 6 y de —2 respectivamente.
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SOLUCION DEL EXAMEN

Problema 1.
La base de un sélido es el area limitada por las funciones f(x) = |x|y la recta g(x) = 6.
Determine el volumen del sé6lido si todas las secciones planas perpendiculares al eje y son
triangulos equilateros, con uno de sus lados en la base del sélido.

Departamento de Matematica

Matematica Basica 2

No.

Explicacion

Operatoria

Como primer paso se grafican las funciones dadas, f(x)
y g(x) Para identificar la region que es la base del
so6lido. Una seccion transversal representativa es un
tridngulo equilatero cuya base es un rectangulo, el cual
aparece perpendicular al eje y en la siguiente figura.

(-6,6) y

s

(6.6)

Para obtener la expresion dv, del volumen de una
iy . 1
seccién transversal se utiliza dv = Ebhespesor.

Donde b es el largo del rectangulo, de modo que b = 2x.
Para obtener h a partir del triangulo equilatero se genera
un triangulo rectangulo como se muestra en la figura.

El espesor es dx.

Es conveniente reescribir la altura h en términos de

x. Se sabe que la altura de un triangulo equilatero es

V3l .
h = - donde: [ = cualquiera de los lados, entonces

al sustituir [ y simplificando se obtiene la siguiente
expresion.

Nota: Se puede obtener la expresion de h utilizando
el teorema de Pitagoras.

h=@=\/§x

Con los datos anteriores es posible se escribe una
expresion para dv.

dv = %(Zx) (V3x)dy

A partir de la ecuacion de la recta y = x, al elevar al
cuadrado x, también y tomara un valor cuadratico:
y? = x2, que al sustituir en la anterior expresién y
simplificando se obtiene:

dv = \3x%dy = V3y?dy
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6. Ya con lo anterior se plantea la integral que b
corresponde al volumen del sdlido. V= fdv
a
7. | El valor del limite de integracién a es 0 ya que el
sélido inicia en el origen y el valor del limite superior
es 6 ya que el diferencial dv estd dado en términos 6 6
deyy el solido se delimita hasta dondey =6. Se |V = f\/gyzdy = @fyzd)
procede a sustituir valores. 0 0
Como /3 es un término constante, es posible sacarlo
del integrando.
8. | Recordando que la anti derivada de y2es=y3, se 2 V3
, . . 37 V =+3 yzdy:—y3]6
evalla la integral. Como primer paso se anti deriva la 3 0
funcidn. 0
9. |Se sustituyen los limites de integracién en los
términos que contenga y, primero el superior y este V3 3 3
se resta del inferior. V= 3 [(6)” = (0)°]
SeaV = \/§f06y2dy
10.

Al reducir la anterior expresioén, el resultado es el
volumen del sdlido.

vV =72v/3 =124.71
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Problema 2: (30 Puntos)

d.

9—4x?
im
n--—1.5 3+2x
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El limite indicado no es posible evaluarlo por medio
de sustitucion directa, esto debido a que al realizarlos

. . . 0
de esa manera se obtiene la forma indeterminada p

de tal manera que la expresidon requiere un arreglo
algebraico para que sea posible realizar la sustitucidn
directa.

L= 1 9—4x% 0

= 1m ——F==
t--1534+2x 0

(Por sustitucion directa sin ningun

arreglo)

La expresion del numerador puede ser factorizada
como un caso de diferencia de cuadrados.

(B3 —=2x)(3+ 2x)

L= (3 + 2x)

m
t->-1.5

Es posible cancelar los términos (3 + 2x) del
numerador y denominador, dando como resultado la
siguiente expresion:

L= lin =22

En este momento ya es posible evaluar el limite por
medio de sustitucién directa.

L=3-2(-15)=6

También es posible evaluar el limite por medio de la
regla de L'Hospital ya que al evaluar directamente se
consigue la forma indeterminada.

Entonces se deriva el numerador y denominador.

" 9 — 4x?
153 + 2x

—8x

L= = lim
t->-15 2

Como ya no se tiene una forma indeterminada se
realiza la sustitucién directa. u3: unidades cubicas.

—8(—1.5
Lz—( )=6u3
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1. Para la presente integral se debe usar la regla de
sustitucién de la forma [ u du. x?
I = dx
Vv1—x
Paraestecasou=1—x,du=—-dxyx=1—u.
Entonces se sustituye en la expresion de la siguiente (1 —u)? d
x? e == Tz au
S u
manera, donde | fmdx (expresidn original).

2. Se desarrolla el binomio al cuadrado del numerador
recordando que el primer término se eleva al
cuadrado, como es una resta, el segundo término
serd el negativo del doble del primer término por el
segundo, mas el segundo al cuadrado.

1—2u+u?

3. Es posible reescribir la anterior expresidén separando
los términos del numerador con el denominador
comdun.

[ = —f (u_l/z —2ul/? +u3/2) dv

4, Se procede a realizar la integracion anti derivando
cada miembro.

4 2
[ = —2ul/? 4+ §us’/z _ §u5/2

5. Como el problema originalmente esta dado en
términos de x, es necesario que la expresion
obtenida en términos de u sea sustituida a términos
de x. No debe olvidarse que debido a que es una
integral indefinida se le debe sumar una constante
C.

4
[=-2(1-x)'? +3(1- x)3/2

2
-z( —x)52+¢C
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0 V1-x2
No. | Explicacidn Operatoria
1. Para la presente integral se debe usar la regla de
sustitucién de la forma [ u du.
- 1 1/2
Para este caso u=sin"'xy du= —dx . / sin=1x ; 12 ]
Entonces se sustituye en la expresion de la siguiente V1—x2 X =) uau
manera, donde | = fsm_lxdx (expresion original) ’
’ ~ i P ginat.
. . . 211/2
2. | Se procede a antiderivar el integrando. u”
2 0
3. Es necesario convertir la expresion obtenida a
, . . . . — 1/2
términos de la variable original antes de evaluar los  (sin'x)?]Y
limites de integracion. 2 0
4. | Se sustituyen los limites de integracion en los
términos que contenga x, primero el superior, luego
el inferior. , (sin™'(1/2))?> (sin71(0))?
Nota: Al ingresar los datos a la calculadora, no olvidar - 2 - 2
colocarla en modo radian.
5. | Al simplificar la anterior expresion, el resultado es el I =0.137077 rad.

valor de la integral definida original.
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Sif3)=7,9(1)=3,h(1)=2,f'(3)=7,9'(1) = —2,h' (1) = 4, determine i'(1) si

. flg)
i(x) =
h(x)
No. | Explicacion Operatoria
1. | Para obtener i'(1) es necesario primero obtener
la derivada de i(x), con la cual es necesario | ) _ h()f'(g(x))g'(x) = f(g())h' (x)
aplicar la regla de derivacion para una division. (h(x))?
2. | Se procede a obtener i'(1), sustituyendo en cada Q) = R f'(g(1)g’' (D) — f(g(D)R'(1)
funcion que depende de x por el valor de 1. (h(1))?
3. | Como se conoce cada uno de los valores de la (1) = @)f'B3)(=2)-f(3)*)
expresion anterior, se procede a sustituir cada (2)?
uno de ellos respectivamente.
4. | Se continda sustituyendo las funciones que aln (1) = @)MN(=2) - (M)
quedan indicadas con su valor respectivo. (2)2
5. | Se simplifica la expresion lo cual da el resultado (1) = 56 _ _14
de i’ (1). =TT
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El tanque que se observa en la figura tiene agua hasta la mitad de su altura, determine
el trabajo necesario para vaciar el tanque por un tubo de descarga que se encuentra

1.5 metros por encima de la parte superior.
a. Dibuje el elemento diferencial de volumen.

No. | Explicacion Operatoria
y

1. | Se selecciona la parte frontal del tanque porque alli 4l
existe variacion en el ancho de cada seccién plana. - (13)
Por lo que se grafica en el plano xy tomando la mitad ) 2t

. . . [ = = = 3

como centro en el origen. El elemento diferencial es 7
un rectangulo horizontal como se muestra a = (00) : x
continuacion.

2. | Se debe hallar Ia funcién que describa la recta que se 30
muestra en la figura anterior. Para ello necesitamos m=1—07 3
conocer la pendiente, la cual seram = 2o h

X2—X1

3. | Luego a partir de la ecuacidon punto pendiente, se Y — Yo = m(x — xq)

determina la ecuacion de la recta.
y = 3x

Luego se debe despejar para la variable x. x = %

4. | Seadv el volumen de la seccién plana. Donde dv = dv = 2x(10)dy
ancho * largo, espesor * ancho = 2x, largo = 10
y espesor = dy. dv = 20xdy

5. | Se sustituye x por el valor antes despejado de la d _Q d
ecuacién de la recta de la figura. Dando como v= 3 yay

resultado la siguiente expresion.




Universidad de San Carlos de Guatemala
Facultad de Ingenieria

b. Determine la funcién distancia
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Al multiplicar dv por 1000 kg/m3 se obtiene la
masa m.

. ZOOOOydy

3

Se sabe que la fuerza esta dada por F = mg,
donde g = 9.8 m/s? por lo tanto la ecuacién de
la fuerza es:

(20000

196200
TY@)( 8)=——75>—

Como el problema nos dice que el tanque se
necesita vaciar por un tubo que esta 1.5 m por
encima de la parte superior y dicha parte superior
se encuentra a 3 m, entonces la distancia se
expresa de la siguiente manera.

d=45-y

Recordando que el trabajo viene dado porW =
fd. Se sustituye cada valor con su respectiva
expresion. Los limites de integracion son de 0 a
1.5 debido a que el tanque al inicio tiene agua
hasta la mitad y sera vaciado por completo.

15
W = 65400f (4.5 — y)ydy
0

Se realiza la respectiva multiplicaciéon en el
integrando.

1.5
W= 65400f (4.5y — y®)dy
0

Se realiza la integracion respectiva anti derivando
cada término del integrando.

4.5 1,1
W = 65400 (—y? - —y3)]
2 377,

Se sustituyen los limites de integracion en los
términos que contenga x, primero el superior y
este se resta del inferior.

4.5 1
W = 65400 <(7 (15)? — 5(1.5)3)

(or-jo)

= 65400
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Al simplificar la anterior expresion, el resultado es
. . 63

el va!or de la integral que define el valor del W = 65400 (__0) — 257512.5]

trabajo. 16
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Halle una pardbolay = ax? + bx + c que pase por el punto (1,4) y cuyas rectas

tangentes en x = —1, x = 5 y tengan pendientes de 6 y 2 respectivamente.
No. | Explicacion Operatoria
1. Inicialmente el problema nos indica que la parabola a
. y=ax*+bx+c
determinar pasa por el punto (1,4), por lo tanto se
sustituyen los valores 1 paraxy 4 parayen la b=ag+b+c 1
ecuacioén de la parabola.

2. | Seguidamente el problema nos indica que las rectas d
tangentes en x = —1y x = 5 tienen pendientes de 6 aaxz +bx+c=2x+b=m
y 2 respectivamente. Lo anterior indica que la
primera derivada de la funcidn original esta igualada 6=-2a+b 1l
a 6ya2, mientras que los valores de x seran de -1y -

—2=10a+b 11
5.

3. | A partir de las ecuaciones Il y Il es posible hallar el 30 = —10a + 5b
valor de b. Se debe multiplicar la ecuacién Il por 5y 5 Loath
luego sumarla a la ecuacion . —2= +l0a+

28 = 6b

4. | Se encuentra el valor de b al despejar la misma de la p= 28 14
ecuacion resultante. 6 3

5. | Ahora es posible sustituir el valor de b en la ecuacién 6= —2a+ 14
Il para tener la ecuacién en términos de a. - 3

6. | Se despeja a para encontrar el valor de la misma. 6 — 14 )

3
a = = — —
-2 3

7. | Ya conociendo los valores de a y b se deben sustituir _ 2 N 14 b

en la ecuacién | para determinar el valor de c. 3 3
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Se despeja c para encontrar su valor. c=0
Finalmente la ecuacién de la parabola es la siguiente. y = _sz n Ex

3 3




