2.6 Derivadas de las funciones trigonomeétricas inversas

OBJETIVOS

e Dibujar las graficas de las funciones trigonométricas inversas.
e Calcular derivadas de funciones que involucran funciones trigopnométricas inversas.

e Resolver problemas de rectas tangentes y razones de cambio en donde se involucran
funciones trigonométricas inversas.

Funcion seno inverso

La funcién f(x) = senx, tiene dominio (—o,x), el rango de la funcién es el intervalo [-1,1] y el periodo

de la funcién es 27 . Su grafica se muestra en la siguiente figura
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Claramente la funcién no es uno a uno, para definir su funcién inversa es necesario hacer una
restriccién al dominio de tal forma que la funcién sea uno a uno. Hay muchas restricciones posibles pero

la mas apropiada consiste en restringir el dominio al intervalo cerrado [—%, %} . Al hacer la restriccién

la funcién queda como se muestra en la figura siguiente
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En estas condiciones la funcién f(x) = senx tiene una funcién inversa que se representa como
fH(x) =senx
El dominio de la funcién seno inverso es el intervalo [-1,1] y su rango es [—%, %} . Por la definicién

de funcién inversa, se tiene la siguiente propiedad

sen’!(senx)=x y  sen(sen’lx)=x



1

La gréfica de la funcién f~'(x) = sen™! x se muestra en la figura siguiente

Derivada de la funcion seno inverso

1

Para obtener una formula para la derivada de la funcién y = sen™' x se utiliza la propiedad enunciada

arriba y derivacién implicita como se muestra a continuacion
_ -1
y =senlx
seny = sen(sen*1 x)
seny = x
Derivando ambos lados con respecto a x
D, (seny) = D.x

cosy-D.y=1
1
D,y =
cosy
En ésta dltima expresién se debe recordar que y esté en el intervalo [—%, %}

Ahora, de la identidad trigonométrica sen?y + cos?y =1, se tiene que
cos?2y =1-sen’y

cosy =+/1 —sen?y

Observe que solo se toma el valor positivo de la raiz ya que en intervalo [—1, E} el coseno siempre
2°2
es positivo, por otro lado, al observar la grafica de la funcién seno inverso, la pendiente es positiva para
todo du dominio.
1
1 - cos

D =
xY 2,

Finalmente observe que se puede sustituir seny = x, para obtener la féormula buscada.

. S

D_(sen7lx) = -

1-x



La funcion coseno inverso

La funcién f(x) = cosx, tiene dominio (—o,), el rango de la funcién es el intervalo [-1,1] y el periodo

de la funcién es 27 . Su grafica se muestra en la siguiente figura
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Claramente la funcién no es uno a uno, para definir su funcién inversa es necesario hacer una
restriccién al dominio de tal forma que la funcién sea uno a uno. Hay muchas restricciones posibles pero
la més apropiada consiste en restringir el dominio al intervalo cerrado [0, 7]. Al hacer la restriccién la

funcién queda como se muestra en la figura siguiente
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En estas condiciones la funcién f(x) = cosx tiene una funcién inversa que se representa como
fH(x) = cos™'x
El dominio de la funcién seno inverso es el intervalo [-1,1] y su rango es [0, 7]. Por la definicién de

funcién inversa, se tiene la siguiente propiedad
cos™!(cosx)=x y cos(cos‘1 x) =x

La grafica de la funcién y = cos™! x se muestra en la figura siguiente
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Derivada de la funcion coseno inverso

Para obtener una férmula para la derivada de la funcién y = cos™! x se utiliza el mismo procedimiento
que se utiliz6 para la funcién seno inverso
y =cos 'x
cosy = cos(cos*1 x)
cosy =Xx
Derivando ambos lados con respecto a x
D, (cosy) = D.x

-seny-D,y=1

Dy = 1
—seny

En ésta ultima expresién se debe recordar que y estd en el intervalo [0, 7]

Ahora, de la identidad trigonométrica sen?y + cos®y = 1, se tiene que
sen’y =1—-cos?y

seny = /1 —cos?y
Observe que solo se toma el valor positivo de la raiz ya que en intervalo [0, 7] el seno siempre es

positivo, por otro lado, al observar la grafica de la funcién coseno inverso, puede verse que la pendiente es
negativa en todo su dominio.

Dy.__1
1-cos?y

Finalmente observe que se puede sustituir cosy = x, para obtener la férmula buscada.

D, (costx) = 1
1 - x2

La funcion tangente inversa

El dominio de la funcién tangente es el conjunto de todos los nimeros reales, excepto aquellos nimeros en

/e . , . , V4 .
donde la grafica tiene una asintota vertical; estos nimeros son 9 + kz, donde k es cualquier entero. El

rango de la funcién tangente es (—o,0). La funcién tangente es periédica, de periodo 7 . La grafica de
la funcién tangente se muestra en la figura siguiente
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La funcién no es uno a uno, para definir su funcién inversa es necesario hacer una restriccion al

dominio de tal forma que la funcién sea uno a uno.

Hay muchas restricciones posibles pero la méas
T

apropiada consiste en restringir el dominio al intervalo cerrado [—E, E} . Al hacer la restriccién la funcién

queda como se muestra en la figura siguiente

Do |y

NN

En estas condiciones la funcién f(x) = tanx tiene una funcién inversa que se representa como

fNx) =tan'x

b

El dominio de la funcién tangente inversa es el intervalo (—o,) y su rango es [—% %} Por la

definicién de funcién inversa, se tiene la siguiente propiedad

tan”!(tanx) =x y

tan(tan‘1 x) =x

La grafica de la funcién tangente inversa se muestra en la figura siguiente
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Derivada de la funcion tangente inversa

Para obtener una férmula para la derivada de la funcién y = tan™! x se utiliza el mismo procedimiento
que se utiliz6 para las funciones seno y coseno

y =tanlx
tany = tan(tan‘1 x)

tany

x
Derivando ambos lados con respecto a x

D, (tany) = D.x

sec?y-D.y=1

1
D,y = 5
sec®y
En ésta dltima expresién se debe recordar que y esté en el intervalo [—%, %}

Ahora, de la identidad trigonométrica tan?y + 1 = sec? y, se tiene que

1

Dy=—"+—+
=Y = 11 tan? y
Finalmente observe que se puede sustituir tany = x, para obtener la féormula buscada.

1
1+x

D (tan™lx) = 5

Derivadas de las otras funciones trigonométricas

Las derivadas de las funciones trigonométricas cotangente, secante y cosecante se pueden obtener
siguiendo un procedimiento similar al que se ha utilizado para las tres primeras funciones. También es
posible obtener las férmulas utilizando la regla de la cadena y las identidades trigonométricas siguientes

cot™lx = tan™! (l) seclx = cos™! (l) csclx = sen™! (l)
X X x

Por ejemplo, al utilizar la segunda de las identidades para obtener la derivada de la funcién secante
inversa se tiene

D (sectx) = D, (cos’l(l))

__ -1 (_L)
B 2
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- 1 1
D, (sec'x) —E =
x
D, (sec'x S
xvx? -1

Resumen de las formulas para derivar trigonométricas inversas

_ 1 _ 1 _ 1
D (sen"'u) = ——D.u D, (tan"lu) = D.u D (sec'u) = ————D.u
V1 —u? 1+ u? uNu? -1
D.(cos'u) = —1 Dy D.(cotw)=—L Dy D.(csclu)=—=1 Dy
Geos ) ==L, (ot ) = Lo, s = —=L,



