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Tercer examen parcial
Tema 1l (20 puntos)

. ., . 1 .
Dada la siguiente funcion racional f(X) = fC—J_rl, determine:

a) La asintotas verticales y horizontales de f(x)

b) La funcidén inversa de f(x)

c) Utilizando el criterio adecuado, verifique el resultado del inciso anterior
d) Lagraficade f(x) y su inversa en el mismo sistema coordenado.

Tema 2 (20 puntos)
Resuelva las siguientes ecuaciones

9 2741772 (@ b Gomale+ )7 ~3logar e+ D =0

5 2 2 4

Demuestre la siguiente identidad y resuelva la ecuacion trigonométrica
¢) sin?a(csc?a — 1) = cos?a d) 2sin?0 —cosf —1 =0

Tema 3 (20 puntos)

Una sustancia radioactiva X es transportada a un laboratorio para su investigacion. Al llegar a su
destino hay 10 mg de la cantidad inicial de esta, y se estima que el tiempo transcurrido es
aproximadamente dos vidas medias de la sustancia, determine: a) Cual era la cantidad inicial de
la sustancia? b) Si pasados 5 horas hay 5 mg, cual es la vida media de la sustancia? c) Construya
un modelo matematico para modelar el fenomeno. d) Esboce la grafica de la funcion.

Tema 4 (20 puntos)
Para la siguiente funcion trigonométrica f (x) = 2 — 3 cos(mtx + 2), determine:

a) Laamplitud A

b) El periodo T

c) Eldesplazamiento de fase
d) El corrimiento vertical

Tema 5 (20 puntos)

Desde la azotea de un edificio de 40 metros de altura, una persona observa la base de otro
edificio mas pequefio con un 4angulo de depresién de 60°, si la altura del segundo edificio es igual
a la distancia de separacion de las bases de los dos edificios, determine el angulo de elevacion con
el cual una persona en la azotea del segundo edifico ve la azotea del primero.



0.1.

Solucion de examen

Tema 1(20 puntos)

Dada la siguiente funcién racional f(x) = i—ﬂ determine:

a) Las asintotas verticales y horizontales de f(x).

No. Explicacién Operatoria
Las asintotas verticales estan dadas por los ceros del
denominador,es decir donde la funcion no esta e 1—0
1 definida. Si se evalia la funcién para valores cercanos . _I
de z =1 por la derecha f(x) — oo, entonces x = 1 es -
una asintota vertical de f(x)
9 Para determinar las asintotas horizontales, primero se sl _ 4 2
debe reescribir f(z) como una funcién racional propia. o o=l
De esta forma se puede ver claramente que cuando 0
3 r — 00 0 x — —oo el segundo término de la expresion 9
anterior se vuelve 0 y f(z) — 1. Entonces, y = 1 es una h’If flz) =1+ ]
asintota horizontal de f(x) e N
b) La funcion inversa de f(x).
No. Explicacién Operatoria
_ atl
y=ia
o ylr—1)=x+1
Para encontrar la funcién inversa de f(x) denotada
1 por f~1(x) primero se resuelve la ecuacién para x en yr—x=y+1
términos de y. ziy—1)=y+1
_ oyl
€r = ﬁ
9 Luego, se intercambian las variables x e y, la ecuacién y = £l
resultante es y = f~!(z). z—1




c¢) Utilizando el criterio adecuado, verifique el resultado anterior.

No. Explicacién Operatoria
Para verificar que en el paso anterior se determino la
inversa de f(x) correctamete, ésta debe cumplir con la .
1 propiedad de la funcién inversa: f(f~'(x)) = z.Esto f(f(x)) = %
significa que al sustituir f~!(z)en el argumento de f(x) o
el resultado debe ser igual a x
z+14z—1
Desarrollando y simplificando la expresién anterior se f(f Y x)) = =2
2 obtiene se comprueba que la funcion inversa es
correcta. f(fF () 2736 =7

d) La grafica de f(x) y su inversa en el mismo sistema coordenado.

x+1
x-1
10

ol |



0.2.

Tema 2(20 puntos)

Resuelva las siguientes ecuaciones:

)23 (3) T =)

No. Explicacion Operatoria
Primero se ordena el lado izquierdo de la o (2)71 4 1 (2)HL
1 ecuacién observando que (5)7%1 es igual a ) +3()
ol 2 _ (2)CE+1 (é)
(%) ,v luego se suman los terminos semejantes. 5 2
9 El lado dergcbo de la ecpagién también puede (@)SJF% _ (2)_26? _ (2)_6_90
reescribirse de la siguiente manera. 4 5 5
3 Ahora la ecuacion puede expresarse de la o\T+HL 5\ (2\6+
siguiente forma. GG =)
z+1 —6—x
4 Multiplicando por (%) ambos lados de la (%) - (%) (%
ecuacion. oy z+1 o\ —5—x
) =06)
Con la expresion simplificada ahora es posible
5 observar que se puede aplica el logaritmo en log (%)IH = log (%)754
ambos lados y despejar para la variable x
El logaritmo de una potencia de un numero es el 2\ 9
0 exponente multiplicado por logaritmo del numero. (z + Dlog (5) = (=5 —x)log (5)
7 Simplificando y resolviendo la ecuacién de primer v +21:17_ _—56_ v
grado se obtiene el resultado. - ___ 3
b) (logs(w + 1))V2 = Blogar(z +1) = 0
No. Explicacion Operatoria
Primero se realiza un cambio de base del segundo logor(x 4+ 1) = %
1 término de la ecuacién a una base comun, en este 1 ]
caso de base 3. Recuerde que log, X = 1?5;3. = 3logg(z + 1)
(logs(z +1))Y/2 —logs(z+1) = 0
) Se hace la sustitucién u = logg(z 4+ 1) y se w2 =0
resuelve la ecuacién para determinar los valores u.
u=0,u=1
loga(z+1) _ 90
Para regresar a la variable x se sustituye gloss (et _03
u = logs(x 4+ 1) por cada solucién encontrada en r+1=3
3 el paso 2. Recuerde que segun las propiedades de o éfl)o .
los logaritmos el nimero log, M es el exponente 3% :13
al cual debe elevarse a para obtener M. z+1 ; 3
X=




Demuestre la siguiente identidad y resuelva la ecuacién trigonometrica.

c) sin? a(esc?a — 1) = cos’ a

No. Explicacion Operatoria
Para demostrar la identidad solo es necesario trabajar ) L 2
con un lado de la identidad. Por conveniencia, se S v <sina -1

1 . S . 1 .
selecciona el lado izquierdo y se /sustltuye csca = — M(l—gmia)
en la expresion.
Utilizando la identidad trigonometrica . 9 9
2 1 —sin“a = cos” a

cos? v + sin® @ = 1 se demuestra la identidad.

d) 2sin?6 —cosf —1=0

No. Explicacion Operatoria
Para resolver esta ecucacion observe que debe )
1 expresarla en terminos solo de sinf o cos 6 utilizando la 2(1—cos®f) —cos —1 =0
identidad cos? 6 + sin? § = 1. POr facilidad se —92¢0s20 —cosh+1=0
sustituyendo sin? 6.
2224+ 2—-1=0
9 Realizando la sustitucion z = cos 6 y aplicando la R /1—(4)(2)(~1)
formula cuadratica. 2(2)
_ _ 1
z=—-1lz=3
cosf = —1
Regresando a la variable de interés y despejando, se 0 = arccos(—1) = 7 &+ 2n7
obtiene la solucién de la ecuacion. Recuerde que en la 1
3 ., . cosf =3
ecuacion no se restringe los valores de 6 y que la 2
funcion cos 6 es periodica. = arc COS(—%) =5 = 2nm
n=20,1,2,..

0.3. Tema 3 (20 puntos)

Una sustancia radioactiva X es transportada a un laboratorio para su investigacion. Al llegar
a su destino hay 10 mg de la cantidad inicial de esta, y se estima que el tiempo transcurrido es
aproximadamente dos vidas medias de la sustancia, determine:

a) {Cual era la cantidad inicial de la sustancia?

El modelo para este problema de decaimiento exponencial es el siguiente:



Donde:
k es la constante de decaimiento exponencial vy,
t es el tiempo medido en horas.

Esta funcién puede expresarse de otra manera utilizando el hecho de que la vida media es el
tiempo requerido para una sustancia se reduzca a la mitad. En otras palabras, si se denota la

vida media como 7 y Xy es la cantidad de sustancia inicial, entonces:

I(t) = Xoeln(%)/t Xo(eln(%))t/T
1 t/T
z(t) = Xo(5)
No. Explicacién Operatoria
Utilizando la ecuacién No. 2 se puede determinar la z(27) = 10myg

1 cantidad inicial de la sustancia. Sabiendo que
x(27) = 10mg y sustituyendo en el modelo anterior.

10 = Xo(5)*/"

9 Simplificando y despejando para X se encuentra la 10 = XO(%)
cantidad inicial de sustancia radioactiva. Xy = 40mg
b) Si pasados 5 horas hay 5 mg, jcudl es la vida media de la sustancia?
No. Explicacién Operatoria
Se desea encontrar el valor de 7. Por lo tanto utilizando 5 — 40(1)5/7
1 la ecuacién No. 2 y dado que z(5) = bmg.Primero se 2
sustituye estas condiciones en el modelo.
1y _ 5 1
2 Aplicando log en ambos lados de la ecuacion. log(5) = 7log(3)
3 Dividiendo entre .5log(%) y despejando para T se _ 5llog(%) — 1,667
obtiene la vida media de la sustancia. 29(x)
c¢) Construya un modelo matemdtico para modelar el fenémeno.
No. Explicacion Operatoria
| . . k=" _ 04158
1 El modelo matematico se obtiene al sutituir los valores 1,667 ’
de k y Xy en la ecuacién No. 1 z(t) = 4004158t




d) Esboce la grafica de la funcién.
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Tema 4 (20 puntos)

Para la siguiente funcién trigonométrica f(x) = 2 — 3 cos(mx + 2), determine:

a) La amplitud A

b

El periodo T

)
)

c) EL desplazamiento de fase
)

d) El corrimiento vertical
No. Explicacién Operatoria
La forma general de una funcién trigonométrica es
1 f(z) = Acos(w(z + £)) + b. Por lo tanto la amplitud A=3
de la funcién es Amplitud = |A]
_ 2n
9 El periodo de la funcién esta relacionado con la =3
frecuencia angular: w = 2% T = 2;” =2
3 El desplazamiento de fase es igual a ¢ = %.Eseribiendo f(@) = 2=3cos(r(x+2/m))
la funcién de un esta forma. ¢ = %
El corrimiento vertical hace que la grafica se traslade
4 . b=2
en el eje y. En este caso esta dado por el valor de b.




0.5. Tema 5 (20 puntos)

Desde la azotea de un edificio de 40 metros de altura, una persona observa la base de otro
edificio mas pequeno con un angulo de depresion de 60°, si la altura del segundo edificio es igual
a la distancia de separacién de las bases de los dos edificios, determine el angulo de elevacién con
el cual una persona en la azotea del segundo edifico ve la azotea del primero.
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No. Explicacion Operatoria
Como se observa en la figura, el angulo de elevacion 6
es el que se desea encontrar. Si se logra determinar el 10—z
s . = arctan(==2%)
1 valor de x, entonces se puede utilizar la relacién z
trigonométrica tan § = 407_’” para determinar el valor de
este angulo.
. . . tan 30° = ;5
9 El valor de x se determina directamente de la relacion
trigonométrica. r =40tan 30° = %3
13
0 = arctan(—z>)
Finalmente, se sustituye x en la ecuacion del paso 1 ’
3 det : 14 lo d 1 i 4 0= arctan(ﬂg)
para determinar el angulo de elevacién. V3
0 = 36°
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