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6.3 Funciones trigonométricas de niumeros reales

OBJETIVOS

Encontrar las funciones trigonométricas de cualquier angulo.

Evaluar expresiones que contienen funciones trigopnométricas de cualquier angulo.

Encontrar los lados y angulos en Plantear y resolver

La trigonometria no tendria muchas aplicaciones si las medidas angulares se limitaran a los angulos
agudos. Afortunadamente éste no es el caso, en esta seccién se extiende la definicion de las funciones
trigonométricas a cualquier angulo y posteriormente a las funciones trigonométricas de cualquier
numero real.

Funciones trigonométricas de cualquier angulo
— _

Considere un angulo agudo € en posicién estandar y un punto P(x,y) en el lado terminal del angulo,
como se muestra en la figura siguiente

AN

x X

Se definen las funciones trigonométricas del angulo 6 de la siguiente forma

Si 6 es un angulo en posicién estandar, P(x,y)es un punto en el lado terminal del

anguloy r = yx2 + 2 es la distancia del origen al punto P, entonces las seis funciones
trigonométricas del angulo € se definen como

send = 2 cosf =% tan@ = l, x =0
r r x

cscﬁzl, y#0 sec0=1, x =0 cotezﬁ, y=0
y x y

Ejemplo 1: Funciones trigonométricas de un dado un punto

Obtenga las seis funciones trigonométricas del angulo 6, que tiene lado terminal en la recta que
contiene al punto P(-3,-2)
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Solucion

La figura muestra el angulo 6 en posicién estandar y el punto P(-3,-2). Observe que

el angulo se localiza en el tercer cuadrante. Como hay infinitos angulos con el mismo
lado inicial y terminal, se acostumbra tomar el angulo positivo con el valor menor.

Y

Calculando el valor de r

r=yx? +y2 = (=32 + (-2 =13

Ahora se puede calcular los valores de las 6 funciones trigonométricas pues se conocen
los valores de x, y y r.

sen9:2:_—2:_2\/1_3 cotg =X -_=3_3
r 13 13 y -2 2
COS@ZEZ_—SZ_S\/l_3 Secezlzﬁz_@
r 13 13 x -2 2
tanH:X:_—2:2 cscezizﬁz_@
X -3 3 y -3 3

Funciones trigonométricas de a’mgulos cuadrantales

Los angulos cuadrantales son aquellos que su lado terminal coincide con uno de los ejes de
coordenadas, por ejemplo 90°, 180°. Las funciones trigonométricas de un angulo cuadrantal se pueden

obtener facilmente localizando un punto sobre el lado terminal y aplicando la definicién de las funciones
trigonométricas.

Por ejemplo, para determinar las funciones trigonométricas de 270° localizamos un punto arbitrario
en el eje y negativo P(-a,0), a > 0, como se muestra en la figura siguiente

i

N

0 = 270° X

P(0,-a)

Calculando el valor de r

r=xx2+ 32 =402 + (-a)? = a

Ahora se puede calcular los valores de las 6 funciones trigonométricas pues se conocen los valores de x, y
yr.

x
Q

senf == =—=-1 cot9=£:£:0
-a
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cost9=£=9=0 secd =L =2 indefinido
r o a x O

tan@ = 2 = =2 indefinido csco=L=2 -1
x 0 y -a

De forma similar se pueden obtener los valores de las funciones trigonométricas para los otros
angulos cuadrantales. Los resultados se muestran en la siguiente tabla.

0° 0 1 0 indefinida 1 indefinida
90° 1 0 indefinida 1 indefinida 0
180° 0 -1 0 indefinida -1 indefinida
270° -1 0 indefinida -1 indefinida 0

Signos de las funciones trigonomeétricas

El signo de las funciones trigonométricas depende del cuadrante en donde se encuentre el lado
terminal del angulo. Por ejemplo si € es un angulo que tiene lado terminal en el segundo cuadrante y
P(x,y) es un punto en el lado terminal de €, entonces x tiene signo negativo mientras que y tiene signo
positivo; como r siempre es positivo, se pueden obtener facilmente los signos de las funciones
senf =2 = F es positivo, cosé = L= es negativo, tan@ = Yo F es negativa; los
roo+ roo+ x -
signos de las otras tres funciones trigonométricas se obtienen de manera similar.

trigonométricas.

La tabla siguiente muestra los signos de las funciones trigonométricas para un angulo 6 que tiene
su lado terminal en el cuadrante indicado.

send positivo | positivo | negativo | negativo
cos® positivo | negativo | negativo | positivo
tané positivo | negativo | positivo | negativo
cotd positivo | negativo | positivo | negativo
secd positivo | negativo | negativo | positivo
cscd positivo | positivo | negativo | negativo
Ejemplo 2: Calculando funciones trigopnométricas
Si cotd = —% y cosé < 0, obtenga los valores de las otras funciones trigonométricas del angulo 6.

Solucion
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Como la cotangente es negativa en el segundo y en el cuarto cuadrante, el coseno es
negativo en el segundo y tercer cuadrante; entonces el angulo se localiza en el segundo

cuadrante
Dibujando el 4ngulo se tiene que cotd = X = _?4
Yy
Yy
----- 5

R
®

Calculando r

r=xx2 + 32 = J(=4)2 + (5)2 = V16 + 25 = V41

Ahora se pueden calcular las seis funciones trigonométricas del angulo

senﬁzzzi:5—‘41 cotezﬁz__‘l:_é

r o <41 41 y 5 5
COS0=£=_—4=ﬂ secgzlz_mz__‘éll

ro 41 41 x -4 4
tan0=l=i=—§ csc@:i:_‘é‘:l

x -4 4 5

Angulo de referencia

Para calcular las funciones trigonométricas de angulos grandes o de angulos negativos, con frecuencia se
utiliza el angulo de referencia, que no es més que un angulo agudo asociado a cualquier angulo. La
definicion formal es la siguiente

Si 6 es un angulo en posicién estandar, entonces su dngulo de referencia 65, es el

angulo agudo formado por el lado terminal de € y el eje x.

La siguiente figura muestra cuatro 4ngulos €, uno en cada cuadrante y su correspondiente dngulo
de referencia 6. El procedimiento para determinar la medida del angulo de referencia varia para cada

angulo y depende del cuadrante en el cual se encuentre el lado terminal del angulo asi como del signo del
angulo.

AR fan an
’ x x H;&K x \ Op x

Op =0 O =180°-0 6p = 6 -180° Op = 360°-60
Op=n—0 Op=0-71 Op =27-0
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Si un dngulo 6 tiene una medida mayor de 360° o bien si el Angulo es negativo, para obtener su
angulo de referencia se puede utilizar el siguiente procedimiento

1. Obtenga primero un dngulo B que sea coterminal con el &ngulo 8, tal que 0°< £ < 360°.

2. Obtenga el dngulo de referencia @5 para el angulo g utilizando los casos mostrados en la figura

anterior.

Ejemplo 3: Calculando el angulo de referencia

En cada caso obtenga el angulo de referencia

a. =235 b. 0 =1000° c. 0=-117 d. 6=-11

Solucion

i

. En éste caso el angulo se encuentra en el tercer
6= 235(\ cuadrante, y el angulo de referencia es

6p = 235°-180° = 55°

Un angulo coterminal con el angulo 1000° es
6 =1000° £ =1000 — 2(360°) = 280°

Como S se encuentra en el cuarto cuadrante. Kl

angulo de referencia de 6 es el mismo que el de
£ =280°. Entonces

6r = 360°-280° = 80°

yi Un angulo coterminal con 8 es

/3=—M+27z=£

lix 6 6

6 Va O y se encuentra en el primer cuadrante, entonces el
N X angulo de referencia es

0, =%
S

Un angulo coterminal con el angulo —10 es
P =-10+212x) =-10 + 47 ~ 2.57 ~ 0.82x

~ El cual se encuentra en el segundo cuadrante, como se
7/ x muestra en la figura. El angulo de referencia es

0=-10 Op =7 - B =m—(-10+47) =10 — 37 ~ 0.1837
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El angulo de referencia es de utilidad en trigonometria. Puede ser util para calcular las funciones
trigonométricas de cualquier angulo utilizando los valores de las funciones trigonométricas de un dngulo
agudo, como se expresa en la siguiente propiedad.

Para calcular las funciones trigonométricas de cualquier angulo @, calcule las
funciones trigonométricas de su correspondiente angulo de referencia 6 y antepéngale

el signo que corresponde a la funcién trigonométrica, de acuerdo al cuadrante en donde
se encuentra el lado terminal del angulo.

Ejemplo 3: Calculando funciones trigonométricas de un angulo

Utilice el angulo de referencia para calcular las funciones trigonométricas del angulo 8 = —240° .

Solucion

La figura muestra el angulo 6 y su correspondiente dngulo de referencia 65 .

Ji
0y, = 60°

N X
0 = -240°

Como 6 = 60°, es un dngulo especial, sus funciones trigonométricas son

conocidas y se puede construir un tridngulo rectdngulo haciendo ./3 C
corresponder el angulo agudo con el angulo de referencia.

Ahora se utilizan los lados del triangulo y se trasladan al sistema de 1
coordenadas, anteponiéndole el signo correspondiente al cuadrante en el
cual se encuentra el lado terminal del angulo.

Y
P(-1,V3)%-----
\2
1602
BN x
0 = -240°
Las funciones trigonométricas de € = —240° se calculan ahora facilmente
sen(-240°) = £ = ﬁ cot(-240°) = X = 1. —ﬁ
r 2 y 3 3
cos(-240°) = £ = -1__1 sec(-240°) = L = 2 _ 9
r 2 x -1

2
tan(-240°) = ¥ = _£‘°{ -3 csc(-2407) = = = 2 = %
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Funciones trigonométricas de numeros reales
— e __________________________________________________________________________________________________]

Hasta ahora las funciones trigonométricas han sido definidas para angulos y no para nimeros
reales, sin embargo cuando la trigonometria se utiliza en fisica y en ingenieria, se requiere que el
dominio de las funciones esté formado por numeros reales. Para hacer esta extension de las funciones
trigonométricas, es necesario establecer una correspondencia entre angulos y nimeros reales.

Considere el circulo de radio 1 con centro en el origen cuya ecuacién es x? + y? =1, llamado
circulo unitario. Considere también una recta vertical que pasa por el punto (1,0), como se muestra
en la figura

Pl(xlay1)

Pz(x27y2) AN

-4,

Al ntimero real positivo ¢ se le hace corresponder el arco de circunferencia de longitud ¢ que va
del punto (1,0) al punto P,(x;,5;). De la misma forma, al nimero real negativo —¢, se le hace
corresponder el arco de longitud —#, que va del punto (1,0) al punto B,(x,,y;). Si el nimero real ¢ es
mayor que 27, el arco generara mas de una vuelta sobre la circunferencia unitaria; pero de igual forma
se le hace corresponder un punto P(x,y) sobre la misma.

Una vez establecida la correspondencia entre nimeros reales y arcos del circulo unitario, observe
que la medida del angulo central es la misma que la del arco que subtiende, de tal forma que para cada
arco de longitud ¢ hay un 4angulo central cuya medida en radianes es el nimero real 6 = ¢, como se

1lustra en la figura siguiente

y
(0,1)
P(x,y)
r=1 :
0=t .
(-1,0) 0] r=1 1,0) x
(0:_1)

Ahora que se ha establecido una correspondencia entre la medida de un a4ngulo y los nimeros
reales, se pueden definir las funciones trigonométricas utilizando el circulo unitario y un punto P(x,y)

que se encuentra sobre el mismo. Haciendo una analogia con las funciones trigonométricas de angulos
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se pueden obtener las expresiones para las funciones trigonométricas de nimeros reales, por ejemplo
para la funcién sent, se tiene

sent == ===y

Procediendo de manera similar se obtienen las 6 expresiones para las funciones trigonométricas de
numeros reales.

Si ¢ es un numero real, y P(x,y) es el punto sobre la circunferencia unitaria

x% + y% =1 que corresponde al niimero ¢ entonces:

sent = y tant = l, six =0 sect =l, six#0
x x
X . 1 .
cost = x cott ==, siy=0 csct==, siy=0
y y

Las funciones trigonométricas de numeros reales también son llamadas funciones circulares,
para distinguirlas de las funciones trigonométricas de angulos.

Ejemplo 4: Calculando funciones trigonométricas de nimeros reales

Utilice el circulo trigonométrico para obtener los valores exactos de las funciones trigonométricas del

_97

dngulo ¢t =
& 4

Solucion

Para calcular las funciones trigonométricas de un ndmero real ¢, se calculan las
correspondientes funciones de un 4ngulo 6 =t¢, cuya medida estd expresada en
radianes.

Como en los ejemplos anteriores, para establecer el cuadrante en el cual esta el
angulo, primero se obtiene un angulo S que sea coterminal con ¢, tal que 0 < 8 < 27

Y4 Tz
=" 4+4r ==
P 4 4
Que es un angulo que se encuentra en el cuarto cuadrante, como se muestra en la
figura
El angulo de referencia es
r _«
O, =21 — B =21r—-——=%2
R B 1 4

Como el angulo de referencia es %, las coordenadas del punto se obtienen utilizando

la ecuaciéon del circulo trigonométrico x2 + y2 =1. Como el tridngulo rectdngulo
corresponde a uno de los casos especiales en donde los dos catetos son iguales.
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Como el angulo estd en el cuarto cuadrante el valor de y es negativo, entonces

N

YT

2
tan(—gﬁ)—%=%=—l csc(—%)zl:Lﬁ:—%:—@

Propiedades de las funciones trigonométricas

Dominio y rango

El dominio y el rango de las funciones trigonométricas se puede obtener directamente de la definicién.
Si ¢ es un numero real y P(x,y) es el punto del circulo unitario correspondiente a P, de la definiciéon de

las funciones seo y coseno se tiene

sent =y y cost=x

En ambas funciones el nimero ¢ puede tomar cualquier valor, por lo tanto el dominio de las
funciones seno y coseno es el conjunto de todos los nimeros reales. Por otro lado, de la ecuacién del

circulo unitario x? + y% =1, se tiene que
-1<x<1 y -1<y<1
Al sustituir x = cost y y = cost se obtiene
—1<cost<l vy —1<sent <1
Por lo tanto el rango de las funciones seno y coseno es el intervalo cerrado [-1,1].

Analizando las otras funciones de forma similar se tiene que

tant = 2 , cott =% , sect:l y csct=l
x Y x Y
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El dominio de la funcién tangente y secante estda formado por todos los nimeros reales, excepto
aquellos para los cuales x =0, es decir que no estdn definidas para todos los dngulos que son

coterminales de % y de 37” . Por lo que el dominio de éstas funciones es

(—0,0), t# % + nz. Donde n e un nimero entero.

El dominio de la funcién cotangente y cosecante estd formado por todos los nimeros reales, excepto
aquellos para los cuales y =0, es decir que no estidn definidas para todos los 4angulos que son

coterminales de 0 y de 7. Por lo que el dominio de éstas funciones es

(—o0,), t # nz. Donde n es un nimero entero.

Periodo de las funciones trigonométricas

Algunas funciones tienen la caracteristica que sus valores se repiten en cierto intervalo. Estas funciones
se llaman funciones periédicas.

Una funcidn f es periddica si existe un nimero real positivo & tal que

flx + k) = f(x)

Para todo x en el dominio de f. Al menor ntimero £ se le llama periodo de f.

Todas las funciones trigonométricas son periédicas pues sus valores se repiten en cada cierto
intervalo. Las funciones seno y coseno tienen un periodo 27, las funciones tangente y cotangente tienen
periodo 7, mientras que las funciones secante y cosecante tienen periodo 27. La siguiente tabla
resume las propiedades expuestas de las funciones trigonométricas

Yy =senx (—o0,0) [-1,1] 2r

y = cosx (—o0,00) [-1,1] 2r

y =tanx (-o0,0), x # % + nx (—o0,00) d

y = cotx (-o0,0), t#nx (—o0,0) T
b3 27

y =secx (—o0,0), x # gt T (—o0. —1], [1,0)

Yy =cscx (—oo0,0), t#nx (=o0. = 1], [1,0) 2r

Ejercicios de la seccion 6.3

En los ejercicios 1 a 8 obtenga las seis funciones 3. P(-5,2) 4. P(-3,0)
trigonométricas del angulo €, que tiene lado NN
terminal en la recta que contiene al punto dado 5. P(-3,-6) 6. P (—72,—72)

1. P32 2. P(3,5)
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7. P(0.-5) 8. P(l,—ﬁ)

2 2

En los ejercicios 8 a 16 encuentre las 5 funciones
trigonométricas restantes del angulo 6.

9. sené’:%, cosf <0
10. tanfd =-1, send <0
11. secd = —\/5, tand < 0

3

12. cosé’:?, cotd >0
13. cotﬁzl, 7r<6’<3—”
3 2
14. cscé’:—&, cosé?zl
3 2

15. sené’:g, 90°< 0 < 180°

16. Obtenga las seis funciones trigonométricas de
un angulo en el segundo cuadrante que tiene

lado terminal en una recta con pendiente —%

En los ejercicios 17 a 28, obtenga el angulo de
referencia del angulo dado.

17. 0 =150° 18. 6 = 245°

19. 0 = 333° 20. 0 =-160°
21. 0 =1356° 29. 0 = —520°
23. 9 =13, 24, =28
5
25. =21 26. 0=-1r
5 3
27. 9=21, 28, 9 =_51l,
4 3

En los ejercicios 29 a 36 utilice el angulo de
referencia para calcular el valor exacto de la
funcién trigonométrica, sin utilizar calculadora.

29. sen300° 30. tan225°
31. cos(—405°) 32. sec870°

33. COt(éﬂ') 34. CSC(—éﬂ)
3 6

35. sen(Eﬂ) 36. COS(—Hﬂ')

4 3
En los ejercicios 37 a 42 wutilice el circulo
trigonométrico para encontrar el valor exacto de
la funcién

317. tan(z) 38. COS(—zﬂ')
2 3
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39. cos(%) 40. cot(-87)
41. sen(&) 42. sec(7—”)
6 4

En los ejercicios 43 a 46, sin usar calculadora
obtenga el valor exacto de la expresién dada

43. tan225°-co0s330°cos60°
44. tan®45°-2sen330°cos(—120°)

45, cos(7—ﬂ)tan(4—”) + sen(7—”)
4 3 6

46. cos(3—”)sen7z - sen(g—”)COSﬂ
2 2
47. Obtenga los valores de las otras funciones
trigonométricas si la coordenada x en un
circulo unitario es % y el angulo esta en el

cuarto cuadrante.

En un circulo trigonométrico el lado terminal de
23)

un angulo 0 contiene al punto 55/ Dibuje el

angulo en cada caso

48. 7-0 49. -0
50. 3?”—9 51. 27 -0

52. En un circulo trigonométrico el lado terminal
de un angulo 6 contiene al punto (g,%) .
Calcule las seis funciones trigonométricas del

angulo 37 _g.

2

En los ejercicios 53 a 56 utilice el circulo
trigonométrico para obtener dos valores de 6,
0°< 6 <360°, que satisfacen la ecuaciéon

trigonométrica dada.

53. cosO = % 54. cotd = —3

55. senéf = % 56. secO = /2

En los ejercicios 57 a 60 wutilice el circulo
trigonométrico para obtener dos valores de @,
0<6<2r, que satisfacen la ecuaciéon
trigonométrica dada.

57. send =0 58. tanfd =-1

V2

59. cscl = —% 60. cosO = —



