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1.2 Propiedades de los limites

DESCRIPCION

En la seccién anterior se desarroll6 el concepto de limite, se estudié el calculo de limites en forma
aproximada usando la grafica de la funcién o una tabla de valores. Ahora bien, para calcular el valor
exacto del limite de una funcién es preciso realizar un calculo analitico del mismo.

En Esta unidad se estudian las propiedades de los limites, las cuales se utilizan para obtener el valor
exacto de un limite por medio de procesos algebraicos.

OBJETIVOS

Al finalizar el estudio y desarrollar las actividades de Esta unidad el estudiante estara en capacidad de:
e Calcular el limite de una funcién usando las propiedades de los limites.
e Calcular limites laterales en funciones que estan definidas por dos o mas férmulas.
e Calcular limites infinitos en funciones racionales.
e Calcular limites al infinito en funciones racionales.

Propiedades de los limites

En esta seccién se presenta un resumen de las propiedades de los limites. Las propiedades se presentan
de tal forma que cada grupo de propiedades permite calcular un caso de limite.

Si k y ¢ son nameros reales y n es un entero positivo, f y g son funciones tales que:
Iimf(x) =L y limg(x) =M ,
X —>cC X —>cC

1. limk

X —>cC

k

2. limx =c¢
X —>cC

3. lima" = c”

4. zijrflzkf(x) = klim f(x) = kL

5. lim[f(x) + g(®)] = lim f(x) + lim g(x) = L + M

6. lim[f(x) - g()] = lim f(®) - lim g(x) = L~ M

7. lim[f(x)- g(x)] = lim f(x) - lim g(x) = LM
o - f(;;c o

8. lmi®) _zxoe ~_ L .o
x>cg(x) limglkx) M
X —>cC

9. J%i_lgrt[f(x)]" = [li_r}rif(x)}n =

10. lim¥f(x) = r\L/lim fx) =%¥L, sinespar L >0
X —>C X —>C
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Funciones que coinciden en un intervalo, excepto en un punto del mismo

Sify g son dos funciones tales que f(x) = g(x) para todo nimero en un intervalo abierto que contiene a
x = ¢, excepto en el nimero ¢, entonces:

Si el limite lim g(x) = L, entonces lim f(x) = L
x—=>c x—>c

La figura 1 ilustra la propiedad anterior, en ella se muestran las graficas de las funciones

2 _ ) .
flx) =% - 4 y g(x) = x + 2. Estas funciones son iguales en todos sus puntos, menos en el punto donde

x—2
- e 2?-4 0 .
x = 2. La funcién f no esta definida en ese punto ya que f(2) = (2)—2 = 0 que no es un niumero real.
Sin embargo la funcién g si ésta definidaen x = 2 yaque g(2) = (2)+2 =4.
y y
A
6 ——

} X

1 2 3 4

Figura 1

Al observar las graficas de las funciones se puede ver que cuando x tiende a 2 ambas tienen el mismo
limite que es 4, es decir
2
.ooxt -4
lim
x—>2 X —

=lim(x +2) =4
x—>2
La propiedad anterior es muy util para el calculo de limites de la forma limf(—x)) , en donde
X —>c g X
limf(x) =0 y limg(x) =0, ya que se obtiene como resultado la forma indeterminada Q‘ Con
X —>C X —>C

operaciones algebraicas se puede encontrar una funcién que coincida en todos los puntos cercade x = ¢ y
utilizarla para calcular el limite, el ejemplo 2 ilustra este procedimiento.

Procedimiento para calcular un limite de la forma hm%
x—>c g(X

1. Si lim g(x) # 0 , entonces limm = f©
X —=c X —c g(x) g(c)

2. Si limf(x) =0 y limg(x) = 0, entonces la expresion racional tiene forma indeterminada 0 . En
X —>C X —>cC

este caso se deben efectuar operaciones algebraicas para obtener una funcién que coincida en todos
los puntos y utilizarla para calcular el limite.

3. Si limf(x)#0 y limg(x) =0 , entonces el limite tiene la forma % , donde & es una constante
X —>cC X —>cC

distinta de cero. En éste caso el limite es tipo infinito y por lo tanto no existe. Se puede usar una
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tabla de valores para determinar el comportamiento de la funcién cuando x tiende a ¢ por la izquierda
y cuando x tiende a c por la derecha.

Sugerencias para el estudiante

El siguiente resumen le ayudara a elegir el procedimiento apropiado para calcular el limite en una funcién,
usando las propiedades de los limites

f(x)

1. Para calcular el limite lim -——== siga el procedimiento siguiente
x—>c g(x)

a. Sial calcular el limite del denominador lim g(x) = M, donde M # 0, el limite se puede calcular
X —>cC

por evaluacién directa.
b. Si al calcular el limite del denominador lim g(x) = M, donde M = 0,y el limite del
X —>cC
numerador es lim f(x) = L = 0. Entonces el limite tiene la forma indeterminada % y se deben

X —>cC

efectuar operaciones algebraicas para obtener una funcién equivalente para calcular el limite.

c. Sial calcular los limites del numerador y denominador se obtiene la forma % , entonces el limite

es del tipo infinito y por lo tanto no existe. Se recomienda calcular los limites lim &)

x—>c g(x)
Iim % para determinar el comportamiento asintético de la funcién en x = ¢. Los limites
X —=>c g X

infinitos se estudian en otra seccién en este sitio.
2. Paracalcular lim f(x) cuando f es una funcién con varias formulas. Si para x < ¢ la funcién tiene
X —>cC

una formula y para x > ¢ la funcién tiene otra formula; se deben calcular los limites laterales
Iim f(x) y lim f(x)
x—c x —>ct
Silos limites laterales son iguales entonces lim f(x) existe y esigual al valor de los limites laterales,
X —>cC

si los limites laterales son distintos entonces lim f(x) no existe.
X —>cC

Ejemplo 1: Calculo de limites usando propiedades

Utilice las propiedades de los limites para calcular los limites siguientes

a. lim (222 - 3x + 4) b. lim £=3 c. lim ¥x=3
x—-3 x>0 x* +4 x->7 4-x

Solucion

a. Para resolver este problema, se utilizaran una a una las propiedades de los limites.
Primero se utilizan las propiedades 5 y 6 para expresar el limite como una suma y resta
de limites mas simples

lim (2x2 —3x + 4) = lim 2x2 - lim 3x + lim 4
x—>-3 x—>-3 x—>-3 x—>-3

Ahora se utiliza la propiedad 4 para separar las constantes

lim (2x2 —3x+4) =21lim x2 -3 lim x + lim 4
x—-3 x—>-3 x—>-3 x—-3

Finalmente se utilizan las propiedades 1, 2 y 3 que permiten evaluar los limites
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lim (2x? - 3x +4) = 2(-3)* - 3(-3) + 4

x—>-3
=(2)(9)+9+4
=31
En la practica el limite anterior se calcula facilmente sustituyendo x = —3 como se

muestra a continuacidn, este procedimiento se conoce como calculo de limites por
evaluacion directa.
lim (2x? - 3x +4) = 2(-3)> -3(-3) +4 =18+ 9+ 4 = 31

x—>-3

b. Para calcular lim xz— 3 veamos primero que sucede con el denominador.
x>0 x° +

como lim (x2 + 4) =0+ 4 = 4,no esigual a cero, el limite se puede calcular utilizando
x—0

propiedad 8 como se muestra a continuacién
lim (x - 3)
x—0

lim X=3 _ =
x>0 x2+4 lim (x? +4)
x—0
__0-3 _=3
02 +4 4
__3
4
c. El limite lirn7 “4x -3 se calcula de forma similar al del inciso anterior, calculando
x - - x
primero el limite del denominador lim (4 —x) = 4 — 7 = —3. Como éste es diferente de

x>0

cero podemos utilizar la propiedad 8 y la propiedad 10, obteniendo

lim Y23 _ i Va8 s et
x>7 4-—x lim (4-x) lim (4-x)
x -7 x—>7
_NMD-3 _ V1

4-(7) -3

Ejemplo 2: Calculo de limites de la forma 0/0

Utilice las propiedades de los limites para calcular los limites siguientes

2 2
a. lim 2% +6x b. lim X —05x+4
r>-3 x2_9 x4 x2 —2x -8
2 _ _
c. lim 2A+3)°-3(h+3)-9 d. lim Yx-3
h—>0 h x—>9 x -9
Solucion

2
a. Para calcular lim 2x2—+6x primero calculamos el limite del denominador

x—>-3 X —
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lim (x2-9)=(-32-9=9-9=0
x—>-3

Como el denominador tiende a cero, debemos calcular el limite del numerador

lim3 (2x2 + 6x) = 2(-3)? +6(-3) =18-18 =0

x— -
Ya que tanto el numerador como el denominador tienden a cero cuando x tiende a -3 el

limite tiene forma indeterminada % es necesario factorizar el numerador y el

denominador y cancelar los factores comunes, para poder evaluar el limite

2
lim 28 +6x _ p, 2x@td)

x>-3 x2-9 r>-3 (x = 3)(x +3)

1 2x
im ——
x—>-3 (x —3)

Ahora, ya que el limite del denominador cuando x tiende a -3 es distinto de cero, se

calcular el limite utilizando la propiedad 8

2
lim 2x* + 6x _ lim 2x
x>-3 x2-9 x—>-3 (x —3)
_ 23 _-6
(-3)-3 -6
=1

Procediendo de la misma forma que en el inciso anterior, se tiene que tanto el limite del
numerador como el del denominador son iguales a cero, por lo tanto debemos efectuar
operaciones algebraicas para evaluar el limite.

lim x2—5x+4:hm (x —4)(x - 1)
x4 x2-2x -8 1-4 (x—4)(x+2)
(x -1)

x4 (x+2)

Como ahora el limite del denominador cuando x tiende a 4 es diferente de cero usamos
la propiedad 8 obteniendo

x2 -bx+4  x-1

lim =
x4 x2-2x-8 x+2
= — :§
4+2 6
-1
2

Nuevamente se tiene que tanto el numerador como el denominador tienden a 0 cuando

x tiende a 4, por lo tanto nuevamente se tiene la forma indeterminada %

A diferencia de los dos ejemplos anteriores, ahora es conveniente desarrollar los
productos en el numerador y luego simplificar la fraccién resultante
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2 _ _ 2 —3h-9—
m 2(h+3)" =3(h+3) -9 _ m 2(h* +6h+9)-3h-9-9

51 11
h—>0 h h—0 h
2
- lim 2h* +12h +18 —3h —18
h—0 h
2
- lim 2h* + 9h
h—>0 h
i 2R+ 9)
h—>0 h

= lim (2h + 9)
h—>0

200) + 9
=9

; ;2 . Nx =3
d. Por simple observaciéon vemos que lim
x—>9 x-9

tiene forma indeterminada % Como
el numerador de la funcién tiene radicales, para obtener una funcién equivalente es
necesario racionalizar, para lo cual debemos multiplicar el numerador y denominador
de la fraccién por el conjugado de Jx -3
. Jx-3_ . Jx-3 Jx+3
lim ———= = lim .
x>9 x-9 x->9 x-9 \/;4_3

El producto en el denominador es una diferencia de cuadrados, mientras que el producto
del denominador no debe desarrollarse pues lo que se quiere es cancelar el factor x — 9

- G U
£59 x-9 159 (x-9)(Vx +3)

- lim —%X=9
159 (x-9)(Vx +3)
= lim —1 —
x—>9 (\/;+3)
Jo9+3 3+3
_1
6

En el calculo de éste limite se ha asumido que el estudiante ya tiene claro que después
de racionalizar la fraccién, el limite del denominador es distinto de O y por lo tanto se
ha utilizado la propiedad 8.
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Ejemplo 3: Calculo de limites en una funcién de varias formulas

Dada la funcién

x+2 81 x<-2
flx) =4x2+1 si -2<x<1
2 si x>1
Calcule lim2 f(x).

x——

Calcule lim f(x)
x—>1

Dibuje la representacion grafica de la funcién y utilice la grafica para verificar los resultados
obtenidos analiticamente.

Solucion

a. Paracalcular lim f(x), es preciso observar que para valores de x a la izquierda de -2
x—>-2

(x < —2) la férmula correspondiente es x + 2 ; mientras que para valores ligeramente

mayores que -2 (x > —2) la férmula correspondiente es x? +1. Cuando se tienen
formulas diferentes, por la izquierda y por la derecha del valor en el cual se esta
calculando el limite, es necesario usar limites laterales.

Calculando el limite por la izquierda de x = -2
lim f(x) = lim (x + 2)
x— -2 x— -2
=(-2)+2
=0
Calculando el limite por la derecha de x = -2
lim f(x) = lim (x2 +1)
x — 2" x — -2
=(-2)? +1
=5
Como el limite por la izquierda es 0 y el limite por la derecha es 5 se concluye que
lim f(x) no existe.
x—>-2
b. Para calcular lim1 f(x) se procede de forma similar al inciso anterior ya que por la
x>
izquierda y por la derecha de x = 1 la funcién tiene férmulas diferentes.
lim f(x) = lim (x2+1) =1)2+1=2
x—>1 x—>1
lim f(x) = lim (2) =2
x—>1" x—1"
Como el limite por la izquierda es igual que el limite por la derecha se concluye que
Iim f(x) =2
x—1

c. Lafigura 2 muestra la representaciéon grafica de la funciéon. Observe queen x = -2 la
grafica tiene un salto, lo que nos indica que el limite ahi no existe, mientras que en
x =1 la grafica es continua, lo que nos indica que el limite si existe.
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Ejercicios de la seccion 1.2

1.2 Propiedades de los limites

En los ejercicios 1 a 4 utilice las propiedades de los
limites para calcular los limites siguientes:

1. lim 3x-4
x—>3 bx —1

1 2h +1
m ———————-—-
h—>02h2 — 3h + 6

2
3. lim .[X-*+4
x>-2\ 2—x

2
4. lim % +9
x—>4 x

En los ejercicios 5 a 30 calcule el limite

5. lim 4x% -2«

) x—0 X

6. lim X =49
N x =7

7 3x —1
x5 9x2 -1

8. limXi-x-12

x—>4 x —4
2 _
9. lim L tp-6
p>-3p%+Tp+12

2
10. 1lim 3%~ —8x-16
x—>4 2x2 —9x + 4

11 L 28402 -3@+h)-9

h—>0 h
1 1
12. lim* 3
x>3x —3

13. lim N6-x -3

x>-3 x+3

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

1i Nx+4 -2
mim-——--—-
x—0 X

x + 2

lim
x>-2x% +x+|x+2/+6

lim x2 +2x - 8
x>2 x% + 4x — by + 2|

4-v
1m
v—>4|4 - vl

o lx+2]-1x-2]
lim

x—0 x

N2 —x

lim
x>l x2 -1

Iim
x—>8 X
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V1+x —+V1l-x

28. lim
x—0 X
3
29, lim X tx -2

x1x2 +5x -6

2
30. lim 2%~ +x-18
x—>2 (4x)1/3—2

En los ejercicios siguientes se da una funcién de dos
o mas férmulas. Dibuje la grafica de la funcién y
calcule los limites indicados. Si el limite no existe
explique por qué razon.

2¢+1 s1 x<3
31. f(x):{IO—x si x>3"
Calcule: lim f(x), lim f(x), lim f(x)
x—3 x— 3" x—3
x+1 s1 x<-1
32. f(x) = {x? si -1<x<1
2—-x si x>1

Calcule: Iim f(x), lim f(x), Iim f(x),
x—>-1" x—-1" x—-1
lim f(x), lim f(x),
x—>1 x—1"
33. Calcule lim1 f(x) silafuncidn f se define como
x>

x <1
f(x):{ e 1

34. Calcule lim f(x)y lim f(x) sila funcién f
x—>-2 x—3

x2 +x si

3-x sl

esta dada por

x+4 si x<-2
f(x) = {x? si —2<x<3
2¢+1 si x> 3
35. Dada la funcién
X si x<1
3 si x=1
fx) = 2-x%2 s1 1<x<2
x—3 s1 x>2

a. Dibuje la representacién grafica de la funcién
b. Calcule lo que se indica usando la grafica y en
forma algebraica

fM),  lim f@), lim ), lim ()
f@, limfe, limf@,  linfe

36. Si lim f(x) =3 y lim g(x) = 2, calcule el
X —>cC X —>C
valor del limite lim [f(x)g(x)]
X —>cC

37. Determine los valores de a tal que el siguiente
limite exista:
3x2+ax+a+3

lim 5
X +x -2

x—>—2

38.

39.
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Encontrar los valores de las constantes a y b,

tales que :
111% va + bx — \/g — \/g
x— x

Sea P(5,-12) un punto sobre la

circunferencia x? + y? = 169

Encuentre la pendiente de la recta que une el
punto P con el origen.

Encuentre la ecuacién de la recta tangente a la
circunferencia en P.

Sea @(x,y) otro punto que se encuentra en el

primer cuadrante y sobre la misma

circunferencia. Calcule la pendiente m(x) que

une el punto @ con el punto P en términos de

la variable x.

Calcule lim m(x). Como se relaciona el
x—5

resultado con resultado del inciso (b).



