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5.1 Funciones inversas

OBJETIVOS

e Determinar si una funcién es biunivoca usando la prueba de la recta horizontal.
e Determinar si una funcién es inversa de otra utilizando la definicién de funcion inversa.
e Encontrar la funcién inversa de una funcién en casos sencillos.

e Dibujar la representacion grafica de una funcién y su funcién inversa.

Funcion uno a uno o biunivoca

El concepto de funcién biunivoca o uno a uno es necesario en el estudio de las funciones inversas ya que
solo las funciones biunivocas tienen funcién inversa.

Una funcién f con dominio D y rango R es una funcién uno a uno o biunivoca si
satisface la condicién siguiente:

Sia # b enDentonces f(a) # f(b) en R.

Es decir que elementos distintos en el dominio deben tener imagenes distintas en el Rango. Una
forma simple para determinar si una funcién es uno a uno consiste en utilizar la prueba siguiente

Si toda recta horizontal intercepta la grafica de una funcién en no mas de un punto,
entonces la funcién es uno a uno.

La figura siguiente muestra la grafica de una funcién uno a uno pues cualquier recta horizontal
corta la grafica sélo en un punto

/

Mientras que la figura que sigue muestra la grafica de una funcién que no es uno a uno pues hay al
menos una recta horizontal que la intercepta en més de un punto
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Ejemplo 1: Determinando si una funcién es uno a uno

Utilice la grafica de la funcién para determinar si la funcién es uno a uno

a. f(x)=+v9-x?

2
b. g(x)——x_2

Solucion

a. La grafica de la funcién f(x) = V9 — x% es la mitad de una circunferencia con centro

en el origen y radio 3. La figura muestra que una recta horizontal intercepta la
grafica en dos puntos, por lo tanto la funcién no es uno a uno.

4

y

ol

b. La funcién g(x) = es una funcién racional, estas funciones se estudian en un

tema posterior del curso. Por el momento la grafica se puede construir por medio de
una tabla de valores o bien utilizando un programa de cémputo. Puede observarse
que cualquier recta horizontal la intercepta solamente en un punto, por lo tanto la
funcién es biunivoca.
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Funcion inversa

En esta seccién se presenta la definicién de funcién inversa, asi como algunos ejemplos sobre el
calculo de las mismas

Si f es una funcién uno a uno cono dominio D y rango R, y g es una funcién con
dominio R y rango D. La funcién g es la funcion inversa de f si y solo si

f(g(x)) = x para toda x en el dominio de g
g(f(x)) = x para toda x en el dominio de f

La funcién inversa de la funcién f se representa como f~!

Es decir que la funcién inversa revierte las operaciones que la funcién efectiia sobre un nimero x
como se ilustra en el diagrama siguiente

Al aplicar la funcién f al nimero a se obtiene como resultado f(a), luego al aplicar la funcién g a
f(a) se obtiene g(f(a)) = a. De la misma forma al aplicar la funcién g a un nimero b se obtiene g(b) y
luego al aplicar la funcién f a g(b) se obtiene f(g(b)) = b

Por ejemplo si f(x) = 2x + 8 su funcién inversa es f~(x) = %x —4. La grafica siguiente ilustra

como opera la funcién inversa para x = 10
f(10) =2(10)+8 =20+8 =28

Ahora 28 toma el valor de x en la funcién inversa y se tiene

f1(28) = %(28) —4=14-4=10

Termina
y =10
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Ejemplo 2: Prueba de que dos funciones son inversas entre si

5.1 Funciones inversas

Utilice la definicién de funcién inversa para probar que las funciones f(x) =

funciones inversas

Solucion

2x
x+4

y g(x):2

En el cuadro siguiente se presenta el procedimiento para calcular la inversa de una funcién en los

La definicién establece que dos funciones son inversas si f(g(x)) = g(f(x)) = x

Efectuando los calculos se tiene

\ 2( 4x) _8x _8x 8x(2 — x)
_ x \__\2-x) _ 2-x ~2-x _oMa-x)
f(g(x))_f(2_x)_(4x)+4_4x+4(2—x)_ 8 _8(2_x) -
2-x 2-x 2-x
, 4( Zx) 8x 8x 8x(x + 4)
_ x \_ x+4) _ x+4 _x+4 _oxx+4)
g(f(x))—g(x+4)—2_(2x)‘z(x+4)—2x_ 8  8(x+4)
x+4 x+4 x+4

Como en ambos casos el resultado es igual a x, se concluye que fy g son funciones

inversas una de la otra.

casos donde es posible despejar x en términos de y.

1. Compruebe que f es una funcién uno a uno en todo su dominio.
2.
inversa x = f~X(y).

Escriba la férmula para la funcién inversa y = f~1(x).

f(g(x)) = x para toda x en el dominio de g
2(f(x)) = x para toda x en el dominio de f

Despeje x en la ecuacién y = f(x) para obtener una expresion para la funcién

Verifique que el dominio de f es el rango de f~! y que el rango de f es el dominio
de f!

Verifique que se satisfacen las condiciones

Ejemplo 3: Obteniendo la inversa de una funcion

Dada la funcién f(x) =

a0 TP

®

2x
x+3

Dibuje la representacién grafica e indique si la funcién es uno a uno.
Determine el dominio y el rango de f.

Encuentre la funcién inversa f~!, indicando su dominio y su rango.

Verifique que f(f1(x)) = x = f1(f(x))

Dibuje la graficade f y f~' en un mismo sistema de coordenadas
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Solucion

5.1 Funciones inversas 5

a.

La figura siguiente muestra la grafica de f. La funcién es uno a uno ya que cualquier
recta horizontal la intercepta solamente una vez

40T

20T

El dominio de f esta formado por todos los nimeros en el intervalo (—o0,—-3) U (-3,0)
ya que x = —3 hace que el denominador sea igual a cero. El rango de f es el dominio
de la funcién inversa y se obtendra cuando se calcule la funcién inversa.

Para obtener la formula de la funcién inversa se despeja x en la ecuaciéon y = f(x)

_ 2x
Y x+3
y(x +3) = 2x
yx —2x = -3y
x(y —2) = -3y
X = =3y
y-2
Por lo tanto la funcién inversa es f~1(x) = —3x2
x —

El dominio de f~! es el conjunto de todos los niimeros en el intervalo (—«,2) U (2,0)
ya que x = 2 hace que el denominador sea cero.

Entonces el dominio de f~! es el intervalo (-«,2) U (2,0) y el rango es el intervalo
(=0,-3) U (=3,0) que es el dominio de f, obtenido en el inciso anterior.

Desarrollando la composicién de funciones se tiene

; 2( —3x ) —6x —6x 6 - 2
-1 _ —ox | _ x—-2) _ x—2 _x—2 _ —bx(x — _
¢ (x))_f(x—Q)_(—3x2)+3_—3x+3(32c—2)_x—62_(x—2)(—6)_
X — x — -
, _3( 2x ) —6x —6x St
-1 _ x | _ x+3/ _ x+3 _x+3 _ ~ox(x + _
/ (f(x))—f(x+3)—(2x)_ T -2x+3) -6 (x+3)(-6)
x+3 x -2 x+3

Lo que prueba que la funcién f~! es la inversa de la funcién f

La grafica de la funcién f se muestra en color azul y la de f~! en color rojo, han sido
construidas con el programa Scientific Notebook. Observe la simetria de la funcién y
su inversa con respecto a la recta y = x
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Ejemplo 4: Obteniendo la inversa de una funcion

Dada la funcién f(x) = x2 + 4x — 2

a. Dibuje la representacién grafica e indique si la funcién es biunivoca.

b. Determine el dominio y el rango de f.

c. Encuentre la funcién inversa f~!, restringiendo el dominio de f si es necesario.
d. Indique el dominio y el rango de f~!

e. Verifique que f(f%(x)) = x = f1(f(x))

f. Dibujela graficade f y f~' en un mismo sistema de coordenadas.
Soluciéon

a. La figura siguiente muestra la grafica de f, que es una parabola vertical. La funcién
no es uno a uno ya que hay rectas horizontales que la interceptan en dos puntos

10T

8+

b. El dominio de la funcién es el conjunto de todos los nimeros reales. Para encontrar el
rango se debe localizar el vértice de la parabola, lo cual se hara completando
cuadrados

x2 +4x -2

f(x)

(x2+4x+4)-2-4
=(x+2)?-6
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Obteniendo que el vértice esta en el punto (h,k) = (-2,-6). A partir del vértice se
tiene que el rango de la funcién esta formado por todos los nimeros en el intervalo
[_6’00) .

c. Como f no es una funcién uno a uno, es necesario restringir el dominio para que si lo
sea. Restringiendo el dominio al intervalo [-2,0), en el cual la funcién es creciente,
se obtiene una funcién uno a uno.

La figura siguiente muestra la gréafica de la funcién f(x) = x2 + 4x — 2 con dominio
[-2,00) y rango [-6,)

i I |
k + + + + i
6 4 2 2 4 6
X

ol
Para encontrar la funcién inversa se despeja x en la ecuacion y = f(x)
y=(x+2>%-6
Y+6=(x+2)
im =x+2
i\/m -2=x
Observe que se han obtenido dos férmulas para x, x = \/m -2y x= —m -2.

La que corresponde a la restricciéon que se ha realizado es la primera, ya que x > —2.
Por lo tanto la funcién inversa es f~1(x) = vx + 6 — 2

d. El dominio de f~! es el rango de f, es decir el intervalo [-6,»), el Rango de f~! esel
dominio de f, es decir el intervalo [-2,0).

e. Utilizando la composicién para comprobar que son funciones inversas se tiene

FF1 ) = f(Va+6-2) = (Vx+6-2)+2) ~6=(Vx+6) ~6=x+6-6=x

FUf@) = fH(x+2)2-6)=J((x+22-6)+6-2=(x+22 —2=x+2-2=x

f. La siguiente figura muestra la grafica de f en color azul y la de f~! en color rojo. Al
igual que en el ejemplo anterior se observa la simetria de ambas funciones con
respecto alarecta y = x
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Ejercicios de la seccion 5.1

En los ejercicios 1 a 5 verifique si f y g son
funciones inversas mostrando que (f o g)(x) = x

yque (g°f)x)=x.

1. f(x)=3x-5, g(x)=x+5

3
2. f(x)=-2c+1, g(x):—%x+%
8. fx)=—1—, gx)=1-%

x +1

40 =g e =

5. fx)=x%+2, gx)=¥x-2

X

En los ejercicios 6 a 10 encuentre una expresion
en términos de x, para la funcién inversa de la

funcién dada
6. F(x)=4x-1
7. F)=1-1v°

8. M@ = %

9. f(x)=x*>+4, x>0
10. g(x)=vV4-x +2

En los ejercicios 11 a 30

a. Dibuje la grafica de la funcién dada.

b. Determine si la funcién es uno a uno, si no lo

es restrinja el dominio para que lo sea.

c. Encuentre el dominio y el rango de la funcién

uno a uno.

d. Encuentre la funcién inversa, su dominio y

rango.

e. Verifique que las funciones una inversas una

de la otra.

f. Dibuje la representacién grafica de fy f~! en

11.

12.

13.
14.
15.
16.

17.

18.
19.
20.

21.
22.
23.
24.

25.
26.
27.
28.

29.

30.

un mismo sistema de coordenadas.

f(x)=4x +1
f(x):—%x—S
flx)=1-x3
flx)=2x% +5
f(x) =3x2 -4
f(x) =9 — x?
1

Fx) = x+4
Fx)=x%2 -4x+1

f(x) = 2x2 + 6x
F(x) =4x - 2x? + 4

F(x)=~vx -3
fx) =4 -x
f(x)=—~Jx-3+5

F(x) = V4 - &2
fx) = ~9 - x*

fx) = lxl - 2
F(x) =lx + 3l
F(x) = lxl + x

_x-1
Fo ="

_2-x
F(x)_x+2



