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4.4  Teorema fundamental del Algebra

OBJETIVOS

e Encontrar los ceros complejos de una funcién polinomial.
¢ Encontrar los ceros de una funcion polinomial dados algunos de sus ceros.

e Construir una funcién polinomial dados algunos de sus ceros y uno de sus puntos.

El matematico Aleman Carl Friedrich Gauus (1777—-1855) fue el primero en proponer que todo polinomio
tiene al menos un cero complejo. Este teorema bésico en el estudio del dlgebra es llamado Teorema
fundamental del Algebra. Para el uso de éste teorema es importante tener claro que los términos
coeficientes complejos y ceros complejos incluyen a nos coeficientes reales y ceros reales, ya que el
conjunto de los nimeros reales esta incluido en el conjunto de los nimeros complejos.

Si P(x) es un polinomio de grado n > 1 con coeficientes complejos, entonces
P(x) tiene por lo menos un cero complejo.

A partir del teorema fundamental del 4lgebra se puede hacer el siguiente razonamiento. Si P(x) es un
polinomio con coeficientes complejos de grado n > 1, tiene al menos un cero complejo ¢, . Utilizando el
teorema del factor para factorizar el polinomio se tiene

P(x) = (x — ¢) P (x)

donde P (x) es el polinomio reducido que tiene grado n —1. Si el grado de P, (x) es mayor que 1, se
puede aplicar nuevamente el teorema fundamental del Algebra y establecer que P, (x) tiene al menos un
cero complejo ¢,. Continuando con éste razonamiento se obtiene el siguiente teorema que es

consecuencia del teorema fundamental del Algebra

Si P(x) es un polinomio de grado n > 1 con coeficientes complejos, entonces
P(x) tiene exactamente n ceros complejos, en donde cada cero de multiplicidad &
es contado & veces.

El siguiente teorema es tutil para encontrar los ceros de un polinomio con coeficientes reales, pues
establece como los ceros complejos siempre se presentan con su conjugado.

Si a + bi (b # 0) es un cero complejo del polinomio con coeficientes reales P(x) ,

entonces su conjugado @ — bi también es un cero complejo de P(x)
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Ejemplo 1: Utilizando el par conjugado para encontrar los otros ceros

Encuentre todos los ceros del polinomio sabiendo que 2 + i es un cero del polinomio

x* — 4x3 +14x2% — 36x + 45

Solucion

Como 2 +1i es un cero del polinomio y éste tiene coeficientes reales, entonces su
conjugado 2 — i también es un cero.

Utilizando divisién sintética para 2 + i
1 -4 14 -36 45 | 2+1
2+i -5 18+9i -45
1 -2+1 9 -18+9 0

Los productos de complejos en la divisién sintética anterior son los siguientes
(-2+0)(2+i)=-4+2-2i+i2=-4-1=-5
(-18+9i)(2+1) = -36-18 +18 + %% = =36 + 9(-1) = -45

Utilizando division sintética con el polinomio reducido y el cero conjugado 2 — i

1 241 9 -18+%|2-1
2-1 0 18-9i

1 09 0
El nuevo polinomio reducido es
x% -9
Del cual se obtiene que los otros dos ceros del polinomio son
x2+9=0
x =+J/-9
x =30

Se concluye que los cuatro ceros del polinomio son
241, 2-1, 3i, -3

Factores de un polinomio

En muchos casos es necesario factorizar un polinomio como un producto de factores lineales y factores
cuadraticos irreducibles.

Un factor cuadratico de la forma ax? + bx + ¢ se llama irreducible si no tiene ceros reales, es decir
que sus dos ceros son numeros complejos. Aunque un polinomio se puede expresar como producto de
factores lineales de la forma x — z, donde z es un nimero complejo, generalmente es preferible dejar los
factores cuadraticos irreducibles. El siguiente teorema garantiza la factorizacién de un polinomio

Todo polinomio de grado n > 0, con coeficientes reales se puede escribir como el
producto de factores lineales y factores cuadraticos irreducibles que tienen
coeficientes reales.
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Ejemplo 2: Factorizando un polinomio

Factorice el polinomio como un producto de factores lineales y cuadraticos irreducibles.

P(x) = 16x5 + 8x* + 32x3 — 43x% +12x

Solucion

Como el polinomio no tiene término constante, lo primero que hay que hacer es
factorizar x.

P(x) = x(16x5 + 8x3 + 32x% — 43x + 12)

El polinomio reducido es
P, (x) = 16x5 + 8x? + 32x% — 43x + 12
y es sobre éste que debemos calcular los posibles ceros racionales y la naturaleza de
los ceros
factores de 12 *1,£2,£3,+4,+£6,+12
factores de 16 +1,+2,+4,+8,+16

De donde se tiene que las posibles raices racionales son
L+l 438 ,i§,i1,i§,i2,i3,i4,i6,i12}
16 8 16 4 2
Como P,(x) tiene dos variaciones de signo puede haber 2 o 0 ceros positivos,
Probando con x =1
16 0 8§ 32 -43 12 |1
16 16 24 56 13

16 16 24 56 13 25

Como todos los nimeros de la tercera fila son positivos x = 1 es una cota superior y el
polinomio no tiene ceros mayores que 1.

Probando con x = %

16 O 8 32 43 12 |1/2
8 4 6 19 -12
16 8 12 38 -24 0

De donde x = é es un cero del polinomio. El polinomio reducido es
Py(x) = 16x* + 8x® +12x2 + 38x — 24
Probando nuevamente con x = %

16 8 12 38 -24 |1/2
8 8 10 24
16 16 20 48 0

De donde x = % es cero de multiplicidad 2.

El nuevo polinomio reducido es
Py(x) = 16x3 +16x? + 20x + 48
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El polinomio no tiene més ceros positivos, por lo que ahora se buscara un cero

negativo.
16 16 20 48 |-1
-16 0 -20

16 0 20 28

16 16 20 48};2
32 32 -104

16 -16 52 -56

-1

Probando con x

Probando con x = -2

Como todos los nimeros de la tercera fila son alternos en signo el polinomio no tiene
raices menores que —2. Por otro lado existe al menor un cero entre —1 y —2 ya que los
residuos tienen signos opuestos.

Probando con x = —%
16 16 20 48 |-3/2
-24 12 -48
16 -8 32 0
De donde x = —% es un cero. El nuevo polinomio reducido es

Py(x) = 16x% — 8x + 32
Como es de segundo grado se puede resolver por factorizacién o férmula cuadratica

16x? - 8x + 32 = 0
8(2x2 —x+4)=0

(-D+1-4@@) _1+V=31 _1++31i
4 4 4

Los otros dos ceros son complejos y el polinomio de segundo grado es irreducible. Por
lo tanto el polinomio original se factoriza como

X =

P(x) = Sx(x - %)2 (x + %)(2x2 —x+4)

Ejemplo 3: Encontrando un polinomio dados algunos de sus ceros

Obtenga el polinomio con coeficientes reales de grado 6 sabiendo —2 es un cero de multiplicidad 2, que
tiene dos ceros complejos 3i y 3 — 5i. Ademaés el polinomio pasa por el punto (1,—3)

Solucion

Si x = —2 es un cero de multiplicidad 2 entonces el polinomio tiene como factor

(x + 2)?
Como el polinomio buscado tiene coeficientes reales si x = 3i es un cero complejo, su
conjugado x = —3i también es un cero del polinomio, por lo que otros dos factores del

polinomio son
(x-3)(x+3i)=a2-9%2 =22 -9-1) =x2+9
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Si x = 3 — 51 es otro cero complejo su conjugado x = 3 + 5 también sera un cero, de
donde se obtienen los otros dos factores

(x — (3 = 5i)) (x — (3 + 5i))

(x =3+ 5i)(x —3-50)

x? - 3x — 5ix — 3x + 9 + 15 + 5xi — 151 — 252
x? —6x + 9 —25(-1)

x? — 6x + 34

El polinomio de grado 6 sera el producto de los factores siguientes
P(x) = k(x +2)* («® + 9)(x? - 6x + 34)

Finalmente, para determinar la constante k utilizamos el hecho de que el polinomio
pasa por el punto (1,—3). Sustituimos P(1) = -3 y despejamos &

-3 = k(1+2)° (12 + 9)(12 - 6(1) + 34)

-3 = k(9)(10)(29)
-3

1

T 2610 870

El polinomio buscado es

-1 2 (x2 2 _
P(x) = 570 (x+2)" (22 +9)(x2 — 6x + 34)

Ejercicios de la seccion 4.

En los ejercicios 1 a 5 se da un polinomio y uno de
sus ceros. Encuentre los otros ceros del polinomio.

1. 2x3 —Bx2+6x—-2; 1+1i

2. x*—6x3+71x2 —146x +530; 2+7i
3. % —x* —3x% +3x2 —10x +10; ~/2i
4. 12x* - 52x% +19x% —13x + 4; %i

5. x® —3x*+7x® —13x2 +12x —4; - 2i

En los ejercicios 6 a 10 encuentre todos los ceros
del polinomio y exprese el mismo como un
producto de factores lineales y factores
cuadraticos irreducibles.

6. x*+x3-2x% +4x-24

7. 2x* +x3 +39x% +136x — 78

8. x*—4x3 +53x% —196x +196
9. x5 +11x3 +18x

10. x5 + 2x5 + 6x* + 32x3 + 40x2

En los ejercicios 11 a 15 utilice una computadora
para dibujar la grafica del polinomio, a partir de
la grafica estime los ceros del polinomio y luego

utilice division sintética para encontrar los valores
exactos

11. 4x® + 3x% +16x +12

12. 24x% - 62x2 —7x + 30
13. 12x3 — 52x2 + 27x + 28
14. x* +4x® - 2x2 —12x+ 9
15. x* +3x3 — 6x% — 28x — 24

En los ejercicios 16 a 20 encuentre un polinomio
del menor grado posible cuyos ceros estan dados

16. 4,-3,2

17. 3,-2i,2i

18. 2+3i,2-3i,-5,2

19. 1+3i,1-3i,-5i,51

20. L1 1+3i,1-3i,-2i2
2° 2

En los ejercicios 21 a 30 encuentre el polinomio
con coeficientes reales que satisface las

condiciones dadas

21. Ceros: —3,2 — b5i, grado 4 y pasa por el punto
0,-2).
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22,

23.
24.

25.

26.

27.

—1 es un cero de multiplicidad 4, grado 4 y
pasa por el punto (1, 20).

Ceros: 4 + 3i,2 — 3i, grado 4.
Ceros: 31,2, grado 3, P(3) = 27

Ceros: 1 —1i, %, grado 3, P(4) =140

Grado 5, 1 es un cero de multiplicidad 2, 2 es
un cero de multiplicidad 3y P(-1) = -54

Grado 5, —4 es un cero de multiplicidad 4 y %

es un cero de multiplicidad 1y P(1) =125

28.

29.

30.

1.2 Aplicaciones de las ecuaciones lineales 6

Grado 6, tal que 0 es un cero de multiplicidad
3, —3 es un cero de multiplicidad 1, -1 + 4z

es un cero complejo y el coeficiente principal
es 5.

Grado 7, —2 es un cero de multiplicidad 2, 3

es un cero de multiplicidad 3, é es un cero

complejoy f(-1) = —-18.

Grado 4, ceros: 1-1,
constante —6.

3, 5 y término
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Ejercicios de la seccion 4.4
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En los ejercicios 1 a 5 se da un polinomio y uno de
sus ceros. Encuentre los otros ceros del polinomio.

1. 2x3 —-5x2+6x—2; 1+1

2. x* —6x3 +71x%2 —146x +530; 2+ T7i

3. % —x*—3x% +3x2 -10x +10; ~2i
4. 12x* —52x3 +19x% —13x + 4 %i

5. x® —3x*+7x® —13x2 +12x —4; —2i

En los ejercicios 6 a 10 encuentre todos los ceros
del polinomio y exprese el mismo como un
producto de factores lineales y factores
cuadraticos irreducibles.

6. x*+x3%-2x%+4x-24

7. 2x* +x3 +39x? +136x — 78

8. x*—4x3 +53x% —196x +196
9. x5 +11x® +18x

10. x5 + 2x5 + 6x* + 32x> + 40x2

En los ejercicios 11 a 15 utilice una computadora
para dibujar la grafica del polinomio, a partir de
la grafica estime los ceros del polinomio y luego
utilice division sintética para encontrar los valores
exactos

11. 4x3 + 3x% +16x +12

12. 24x3 - 62x2 —7x + 30
13. 12x3 —52x2 + 27x + 28
14. x* +4x% —2x% —12x + 9
15. x* +3x3 — 6x% — 28x — 24

En los ejercicios 16 a 20 encuentre un polinomio
del menor grado posible cuyos ceros estan dados

16. 4,-3,2

4.3 Ceros de funciones polinomiales 8

17. 3,-2i,2i
18. 2+3i,2-3i,-5,2
19. 1+ 3i,1-3i,-5i,50

20. 1.1 143i1-3-2i2
279

En los ejercicios 21 a 30 encuentre el polinomio
con coeficientes reales que satisface las
condiciones dadas

21. Ceros: —3,2 — 5i, grado 4 y pasa por el punto
(O’ - 2) .

22. —1 es un cero de multiplicidad 4, grado 4 y
pasa por el punto (1, 20).

23. Ceros: 4 + 3i,2 — 3i, grado 4.
24, Ceros: 31,2, grado 3, P(3) = 27

25. Ceros: 1 -1, %, grado 3, P(4) = 140

26. Grado 5, 1 es un cero de multiplicidad 2, 2 es
un cero de multiplicidad 3y P(-1) = —54

27. Grado 5, —4 es un cero de multiplicidad 4 y %

es un cero de multiplicidad 1y P(1) =125

28. Grado 6, tal que 0 es un cero de multiplicidad
3, —3 es un cero de multiplicidad 1, -1 + 4¢
es un cero complejo y el coeficiente principal
es 5.

29. Grado 7, —2 es un cero de multiplicidad 2, 3
es un cero de multiplicidad 3, é es un cero
complejoy f(-1) = —-18.

30. Grado 4, 1-1,
constante —6.

ceros: 3, 5 y término



