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4.3 Ceros de funciones polinomiales

OBJETIVOS

e Encontrar los posibles ceros racionales de una funcién polinomial.

e Encontrar una cota superior y una cota inferior para los ceros de una funcién polinomial.
e Encontrar la naturaleza de las raices utilizando la regla de signos de Descartes.

e Encontrar los ceros de una funcién polinomial utilizando divisién sintéica.

e Plantear y resolver problemas en donde el modelo es una funcién polinomial.

Recordemos que si P(x) es una funcién polinomial, entonces los valores de x donde P(x) es igual a cero,
se llaman son llamados ceros de P(x), o en forma equivalente son llamados raices de la ecuacién
P(x) = 0. Por otro lado un nimero puede ser cero varias veces, en este caso decimos que el nimero es
un cero multiple.

Cuando buscamos los ceros de un polinomio es importante saber cuantos ceros tiene ese polinomio.

Esta pregunta sera respondida completamente en la préxima seccidén, pero por el momento y para poder
trabajar en ésta seccion anticipamos el siguiente teorema.

Una funcién polinomial P de grado n tiene exactamente n ceros, donde cada cero
de multiplicidad % es contado & veces.

Teorema de los ceros racionales

Cuando queremos encontrar los ceros de un polinomio, nos interesa obtener inicialmente los ceros
racionales. Para encontrarlos se debe hacer uso del siguiente teorema.

Si P(x) = a,x" + @, ;2" + -+ q;x + q; es un polinomio que tiene solamente

coeficientes enteros y P esun cero racional, entonces p es un factor de a, y q es
q

un factor de a,, .

El teorema anterior permite establecer todos los numeros racionales que pueden ser ceros del
polinomio, para ello se calculan los factores de @, y se dividen entre los factores de a, . Es decir que los

posibles ceros racionales estan dados por

Factores de q,

Factores de qa,
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Ejemplo 1: Calculando los posibles ceros racionales

Encuentre los posibles ceros racionales de los siguientes polinomios

a. x*—3x% +5x2-12 b. 4x® —20x* +7x2 —x + 6

Solucion

Los posibles ceros racionales del polinomio x* — 3x3 + 5x2 —12 son

Factores de @y _ Factores de 12
Factores de @,  Factores de 1

_41,£2,+3,£4,£6,+12
- +1

Al obtener todas las combinaciones posibles que resulten entre el numerador y el
denominador resulta que los posibles ceros racionales son

{+t1,+2,+3,+4,+ 6,£ 12}

Es decir que si el polinomio tiene ceros racionales, deben ser algunos de los nimeros
en el conjunto anterior.

Los posibles ceros racionales del polinomio 4x® — 20x* + 7x2 —x + 6 son

Factores de q, _ Factores de 6
Factores de @, Factores de 4

_+1,£2,+3,£6,
+1,+2,+ 4
Los posibles ceros racionales consisten en todas las combinaciones posibles que
resulten de combinar los factores de 6 con los factores de 4, estas combinaciones son

{J_r—,J_r L3 1143 49043+ 6}
2 2

Cotas superior e inferior para los ceros reales

Un nimero real b es llamado cota superior de los ceros de P(x) si P no tiene ceros mayores que b. Un

numero real a se llama cota inferior de los ceros de P(x) si P no tiene ceros menores que a. El siguiente

teorema se utiliza para establecer una cota superior b > 0 y una cota inferior a < O, por medio de la

divisién sintética.

Si b > 0 y todos los nameros que se obtienen en la tercera fila al utilizar
divisién sintética para dividir el polinomio P entre x — b son positivos o cero,
entonces b es una cota superior de los ceros reales de P.

Si a < 0 y todos los nimeros que se obtienen en la tercera fila al utilizar
divisién sintética para dividir el polinomio P entre x — a son alternos en signo
(el nimero cero puede ser considerado positivo o negativo), entonces a es una
cota inferior de los ceros reales de P.
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Las cotas superior e inferior no son tUnicas. Si b es una cota superior, cualquier nimero mayor que
b también es una cota superior y si a es una cota inferior, cualquier nimero menor que a también es una
cota inferior.

Ejemplo 2Z: Estableciendo una cota superior y una cota inferior

Establezca una cota superior y una cota inferior para los ceros del polinomio

flx) = x* —2x3 + 6x2 + 15

Solucion

Los posibles ceros racionales son

Factores de ¢, _ Factores de 15
Factores de a,  Factores de 1

=+1,+3,£5+15

Al utilizar la divisién sintética con x = 3 se obtiene

1 -2 6 0 15| 3
3 3 27 51

1 1 9 27 66

Como todos los nimeros de la tercera fila son positivos, el polinomio no tiene raices
mayores que 3, por lo tanto 3 es una cota superior.

Ahora se tratara de establecer si —1 es una cota inferior

1 -2 6 0 15 (-1
-1 3 -9 9

1 -3 9 -9 24

Como todos los numeros de la tercera fila se alternan en signos +, —, +, —. El polinomio
no tiene ceros menores que —1, por lo tanto —1 es una cota inferior.

Regla de signos de Descartes

Otro teorema utilizado para obtener informacién acerca de los ceros de un polinomio es la regla de signos
de Descartes. En ésta regla hay que contar el numero de variaciones de los signos de los coeficientes del
polinomio P(x) o de P(—x). Estas variaciones se refieren a las veces que cambia el signo positivo o

negativo de los coeficientes cuando se examinan consecutivamente de izquierda a derecha; los términos
del polinomio deben estar ordenados en orden decreciente, por ejemplo en el polinomio

P(x) = 2x* + 3x3 — 5x2 + 5x + 6
Al examinar las variaciones de P(x) se obtiene
P(x) = 2x* + 3x3 — 5x? + 5x + 6
1 2
Entonces hay dos variaciones de signo en P(x).

Las variaciones de signo de P(—x) se obtienen sustituyendo —x por x en el polinomio, simplificando

la expresién resultante y luego contando las variaciones de los signos. Para el polinomio del ejemplo
ilustrativo se tiene
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P(—x) = 2(—x)* + 3(—x)® — 5(—x)2 + 5(—x) + 6

=2x* —3x% -5x2 -5x+6
~—" ~—A"

1 2

Entonces hay dos variaciones de signo en P(—x).

Si P(x) es un polinomio con coeficientes reales, sus términos ordenados en
orden decreciente con respectoaxy a, # 0.

1. El ntmero de ceros reales positivos, es igual al nimero de variaciones de

2. El nimero de ceros reales negativos, es igual al namero de variaciones de

signo de P(x) o es igual a éste nimero disminuido en un nimero par.

signo de P(—x) o es igual a éste nimero disminuido en un nimero par.

Ejemplo 3: Determinando la naturaleza de los ceros de un polinomio

Utilice la regla de signos de Descartes para determinar la naturaleza de las raices de los polinomios

dados
a. P(x) =2x5% +3x% —x* —5x3 +6x2 +x + 6 b. P(x) = 3x% +5x% +2x2 + x + 3
Solucion

Se comienza estableciendo las variaciones de signo de P(x) y de P(—x) para saber el
numero de raices positivas y negativas
P(x) = 2x% +3x® —x* —5x> +6x2 + x + 6
1 2

Como hay 2 variaciones de signo, pueden haber 2 raices positivas o bien 0 raices
positivas.

P(—x) = 2(-x)8 + 3(=x)® — (=x)* = 5(—x)3 + 6(—x)% + (-x) + 6

=2x% — 3x% —x* +5x% +6x%2 —x + 6
~———" ~—2A ~—" —
1 2 3 4
Como hay 4 variaciones de signo, entonces el polinomio puede tener 4 o bien 2 o bien 0

raices negativas.

Para completar el andlisis de la naturaleza de las raices, usualmente se hace un
resumen en una tabla que incluye las raices positivas, las negativas, las complejas y el
total de raices que es igual al grado del polinomio. En éste ejemplo la tabla es la

siguiente

o lo|o | ||
ol e oo |
o s o |e o |o
olo|lo|lo o |o




UNIDAD 4 Funciones polinomiales 4.3 Ceros de funciones polinomiales 5

En la tabla anterior hay seis filas pues hay seis combinaciones posibles entre el
numero de raices positivas y el numero de raices negativas. La tabla debe tener
tantas filas como combinaciones haya entre las raices positivas y negativas. El
numero de raices complejas resulta de restar al total de raices la suma de las raices
positivas y negativas.

b. Se comienza estableciendo las variaciones de signo de P(x) y de P(—x) para saber el
numero de raices positivas y negativas

P(x) = +3x> +5x% +2x% + x + 3
Como no hay variaciones de signo, el polinomio no tiene raices positivas.
P(—x) = 3(-x)® + 5(-x)? + 2(-x)? + (-x) + 3
—3x° — 5a’ + 6x” —x 46
1 2 3

Como hay 3 variaciones de signo, entonces el polinomio tiene 3 o bien 1 raiz negativa.

La tabla siguiente resume las combinaciones posibles

0 2 5

3

En la tabla anterior hay dos filas pues s6lo hay dos combinaciones posibles entre
raices positivas y negativas.

Localizacion de los ceros de un polinomio

Finalmente, pero no menos importante estd el teorema de localizacién de los ceros, el cual permite
encontrar dos nimeros reales entre los cuales se encuentra al menos un cero. Al saber que un cero esta
entre dos nimeros a y b se puede utilizar la divisién sintética para probar con todos los posibles ceros
racionales localizados entre a y b. Si ninguno de ellos es cero entonces el cero entre a y b es un nimero
irracional.

Sea P(x) un polinomio. Si a < b,y P(a) y P(b) tienen signos opuestos,
entonces existe al menos un nimero ¢ entre a'y b tal que P(c) = 0.

En la siguiente figura se muestra un polinomio donde P(a) es negativo y P(b) es positivo. La
grafica ilustra claramente la existencia del namero ¢, que es un cero del polinomio.

Yy
P(b)

P(a)
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Procedimiento para encontrar los ceros racionales

Aunque son

muchos los teoremas sobre polinomios que se han estudiado en ésta seccidn, se presenta un

procedimiento para encontrar los ceros racionales en un polinomio de la forma

1.

Ejemplo

— n n-1

P(x) =a,x" +a, X"+ +aqx +q
Utilice el teorema de los ceros racionales para encontrar los posibles ceros racionales.
Utilice la regla de los signos de descartes para encontrar la naturaleza de los ceros.
Utilice la divisién sintética para evaluar los posibles ceros racionales. Cuando encuentre un
numero ¢ para el cual el residuo es cero, entonces ¢ es un cero de P(x).
Al encontrar un cero se debe repetir el paso 3 con el polinomio reducido, es decir el cociente,
cuyos coeficientes son los nimeros en la tercera fila de la divisién sintética.

Cuando el cociente es un polinomio que se puede factorizar facilmente encuentre los ceros
restantes por factorizacidn, si el cociente es un polinomio de grado dos puede usar la férmula
cuadratica.

Recuerde que si P(a) y P(b) tienen signos opuestos, entonces existe al menos un cero entre
ay b. Siéste cero no es uno de los posibles ceros racionales, entonces el cero es irracional y
no se puede encontrar por los métodos de ésta seccidon.

Si todos los numeros de la tercera fila son positivos o cero cuando prueba con un posible cero
positivo, se ha encontrado una cota superior. Si todos los nimeros de la tercera fila se
alternan en signo cuando se prueba un posible cero negativo, se ha encontrado una cota
inferior.

4: Encontrando los ceros de un polinomio

Dada la funcién polinomial

a. Determ

f(x) = x* —3x% —20x% —24x - 8

ine las posibles raices racionales.

b. Use la regla de signos de Descartes determine la naturaleza de las raices.

c. Encuen

tre todas las raices del polinomio.

d. Exprese el polinomio como un producto de factores lineales

Solucion

a. Las posibles raices racionales las encontramos calculando los factores de 8 'y
dividiéndolos entre los factores de 1

. , . +1, £
Posibles raices racionales = factores de 8 = L+2,
factores de 1 +

-+

4,8

[y

De donde obtenemos que las posibles raices racionales son
(+1,£2,+4,+ 8}
b. Para determinar el nimero de raices positivas usamos las variaciones de signo de f(x)
f(x) = x* — 3x3 —20x2 — 24x — 8
4

Como f(x) tiene una variacién de signo, la ecuacién tiene exactamente una raiz
positiva.
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Para determinar el nimero de raices negativas usamos las variaciones de signo de
f(=x)
f(=x) = (=x)* — 3(-x)® — 20(-x)% — 24(-x) — 8
f(=x) = x* + 3x3 — 20x% + 24x — 8
~—

~ ~
1 2 3

Como f(—x) tiene 3 variaciones de signo, el polinomio tiene 3 ceros negativos o bien 1
cero negativo.

Con la informacién anterior podemos construir una tabla que resume la naturaleza de
las raices

Por medio de divisién sintética encontramos los ceros racionales
Probando con x = 4

1 -3 -20 -24 -8 [4
4 4 -64 -352
1 1 -16 -88 -360

Probando ahora con x = 8
1 -3 -20 -24 -8 | 8
8 40 160 1088
1 5 20 136 1080

Observe que todos los nimeros de la tercera fila en la dltima divisién son positivos,
entonces 8 es una cota superior, es decir que no hay ceros mayores que 8.

Por otro lado, como los residuos tienen signos opuestos, podemos estar seguros que
entre x =4 y x = 8 hay una raiz, como ésta no es racional, tiene que ser irracional.
Las raices irracionales no se pueden encontrar de forma exacta utilizando divisién
sintética.

Se buscara ahora los ceros negativos.

Probando con x = -2
1 -3 -20 -24 -8 |-2
-2 10 20 8
1 -5 -10 —4 0
De donde x = —2 es un cero de del polinomio.

El polinomio original puede expresarse en forma factorizada como
f(x) = (x + 2)(x® — 5x? —10x — 4)
Ahora se debe seguir trabajar con el polinomio reducido
fi(x) = x® —5x? —10x — 4

1 -5 -10 -4 -4
-4 36 -104

1 -9 26 -108

Probando con x = -4
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Como todos los numeros del tercer renglén se alternan en signo, el polinomio no tiene
raices menores que —4, es decir que —4 es una cota inferior.

Probando ahora con x = —1
1 -5 -10 -4 |-1
-1 6 4
1 -6 -4 0
de donde x = —1 es un cero y el polinomio inicial puede factorizarce como

f(x) = (x + 2)(x +1)(x2 — 6x — 4)

El polinomio reducido f,(x) = x? —6x —4 es de segundo grado y puede ser resuelto

por medio de la férmula general. Los otros dos ceros son

oo —CO 62 —40)(-4) _ 6552 _6+2V13 _ 4, 73
@O 2 2

De donde todos los ceros del polinomio son:
2, -1, 3++13 y 3-+13

El polinomio factorizado como un producto de factores lineales es

f(x) = (x + 2)(x + 1)(x - (3+ V13))(x - (3 - ¥13))
= (x+2)(x+1)(x—3—\/1_3)(x—3+«/1_3)

Ejemplo 5: Encontrando los ceros de un polinomio con raices nulas

Dada la funcién polinomial

R

Solucion

P(x) = 2x5 — 5x% + 9x* + x3 — 15x2

Determine las posibles raices racionales.

Use la regla de signos de Descartes determine la naturaleza de las raices.
Encuentre todas las raices del polinomio.

Exprese el polinomio como un producto de factores lineales

Dibuje la grafica del polinomio.

Primero observe que el polinomio tiene factor comtn x?, factorizando se tiene

P(x) = 2x5 — 5x® + 9x* + x® — 15x2

P(x) = x2(2x* — 5x3 + 9x2 + x — 15)
Por lo que x = 0, es una raiz del polinomio de multiplicidad 2. El polinomio reducido
es

P (x) = 2x* —5x3 + 9x% + x - 15

factores de 15 _ £1,+3,+5,+15
factores de 2 +1,+2

Posibles raices racionales =

De donde se tiene que las posibles raices racionales son

+1 4943 45 4345415 415
2’72 2

2
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b.

Para determinar el nimero de raices positivas usamos las variaciones de signo de
B (x)
P (x) = 2x* = 5x3 +9x%? + x =15
~ ~— ~——~
1 2 3

Como P,(x) tiene tres variaciones de signo, el polinomio tiene 3 o 1 ceros positivos
Para determinar el ntimero de ceros negativos usamos las variaciones de signo de
P (—x)

P (—x) = 2(-x)* — 5(-x)® + 9(—x)% + (-x) — 15

P (—x) = 2x* +5x3 + 922 —x - 15

~—A
1

Como P, (—x) tiene 1 variacién de signo, la ecuacién tiene exactamente 1 cero
negativo.

Con la informacién anterior podemos construir una tabla que resume la naturaleza de
las raices

Para encontrar las raices racionales se utiliza division sintética
Probando con x = 3
2 -5 9 1 -15| 3
6 3 36 111
2 1 12 37 96

Como todos los nimeros del tercer renglén son positivos, 3 es una cota superior, es
decir que el polinomio no tiene raices mayores que 3.

Probemos ahora con x =1
2 -5 9 1 -15 |1
2 -3 8 9
2 -3 8 9 -6

Como F,(3) =96 y P, (1) = -6, tienen signos opuestos, el polinomio tiene al menos un

cero entre 1y 3, si éste cero es racional debe ser 3/2

Probando con x = g

2 -5 9 1 -15 |[3/2

De donde x = % es un cero del polinomio. El polinomio original factorizado es

P(x) = x2 (x - %)(2x3 - 2x% + 6x + 10)

El nuevo polinomio reducido es
P,(x) = 2x® — 2x® + 6x — 10



UNIDAD 4 Funciones polinomiales 4.3 Ceros de funciones polinomiales 10

Buscando la raiz negativa, se prueba con x = -1

2 -2 6—10};1
-2 4 10

2 -4 10 0

De donde x = —1 es un cero y el polinomio original puede factorizarce como
P(x) = «? (x - %)(x +1)(2x% - 4x +10)

El nuevo polinomio reducido es Py(x) = 2x% — 4x + 10, las ultimas dos raices las se
encuentran usando la férmula general
R COE: V(-4 - 42)10) _4+V=64 _4+8i _ 149
2)(2) 4
De donde todos los ceros del polinomio son

0, 0, —1, g 1+2, 1-2i

e. La siguiente figura muestra la representacién grafica del polinomio
30+
201

10T

-3 -2 -1 1/ 2 3 %
_10__

Ejemplo 6: Dimensiones de una caja rectangular

Se quiere construir una caja rectangular abierta de base cuadrada. La caja debe tener una capacidad de
384 cm3 y sera construida de un material para la base que cuesta Q3 el centimetro cuadrado y el
material para los lados tiene un costo de Q2 el centimetro cuadrado. Determine las dimensiones de la
caja si se dispone de Q576 para su construccion.

Solucion

Sea x la longitud de la base y A la altura de la caja, como se muestra en la figura
siguiente

X

Como el volumen es igual al area de la base por la altura, se tiene
V= (x2)h

Despejando A en términos de x
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El costo de los materiales depende del area superficial de la caja. El area de la base es

AB. = x2

Note que solo se toma una de las bases pues la caja es abierta.

Como las cuatro caras laterales son iguales, el area lateral es

A.L. = 4(xh)

El costo de la base se encuentra multiplicando el precio Q3 del material por el area de
la base, mientras que el costo de los lados se encuentra multiplicando Q2 por el area

lateral. El costo total es

Costo total = Costo de la base + Costo de los lados
C.T.=3(x?)+2(4xh)

576 = 3x2 + 8xh

384

Sustituyendo h = === y resolviendo la ecuacién para x
X

576 = 3x% + 8x(384)

x2

576 = 3x% + 3072
X

576x = 3x% + 3072

x% —192x +1024 =0

Al resolver la ecuacién por los métodos estudiados en ésta seccién se obtiene que la

Unica raiz positiva es x = 8.

La altura de le caja es entonces

_ 384 _ 384 _,

Por lo tanto las dimensiones de la caja son: base cuadrada de 8 cm y altura 6 cm.

Ejercicios de la seccion 4.3

En los ejercicios 1 a 5 encuentre los posibles ceros
racionales del polinomio.

1. x3-2x% -4x+8

2. 2x% —x% -6x+12

3. 6x* —18x% —4x -4

4.  8x* +10x3 — 6x? —15x — 21
5. 15x% -6x%-8

En los ejercicios 6 a 10 encuentre una cota
superior y una cota inferior para los ceros reales
del polinomio.

6. x3+3x%2-6x+6

7. 6x* +23x% +19x? —8x — 4
8. 2x® +9x% -2x-9
9

x5 —xt —Txd +7x%2 -12x — 12

10. x5 -32

En los ejercicios 11 a 15 utilice la regla de los
signos de Descartes para encontrar la naturaleza
de los ceros del polinomio

11. x% +3x2 —6x -8

12. 6x* +23x3 +19x%2 —8x -4
13. 8x* +10x3 — 6x% —15x — 21
14, x® —x* —7x% + 7x% —12x - 12
15. x® - 32

En los ejercicios 16 a 25 encuentre los posibles
ceros racionales, use la regla de los signos de
Descartes para construir una tabla con la
naturaleza de las raices y encuentre todos los
ceros del polinomio.

16. x? +3x%2—-6x -8
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17. 6x* +23x3 +19x% — 8x — 4

18. 2x* — 9x® — 2x% + 27x — 12

19. x° — 3x% — 2x2

20. 8x3 +18x? + 45x + 27

21. 6x° +19x* + x® — 6x2

22, 2x* —x3+x%-x-1

23. x* —3x® —20x? — 24x - 8

24. 6x* —17x% —11x% + 42x

25. x5 + 6x° — 34x* + 56x3 — 39x% + 10x

En los ejercicios 26 a 35 encuentre los posibles
ceros racionales, encuentre todos los ceros del
polinomio, exprese el polinomio como un producto
de factores lineales y cuadraticos irreducibles.
Dibuje la representacion grafica del polinomio.

26. 4x® —19x2 +9

27. x5 —13x* + 36x2

28. 6x* —17x% +7x% +8x — 4

29. 3x* - 22x% — 41x? — 4x — 28

30. 25x° + 5x* —16x% + 2x2

31. 4x* +4x3 —3x? —4x -1

32. 3x* —22x% — 41x? — 4x — 28

33. 27x% —27x* —45x3 —17x% - 2
34. 6x* +11x% +11x2 + 4x — 12

35. 16x" —60x5 + 72x5 — 67x* + 30x°

36.

317.

38.

39.

40.
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Un tridangulo rectangulo tiene un area de 60
cm? y su hipotenusa mide 2 cm méas que el
cateto mayor. Si x es la longitud del cateto
mayor, determine las dimensiones del
triangulo.

Se construirda una caja si tapadera de una
ldamina de 12 por 15 pies, cortandole
cuadrados de 4rea x2 en cada una de las
esquinas y luego doblando hacia arriba los
lados. Determine el valor de x de tal forma
que el volumen de la caja sea de 176 pies3.

Se quiere construir una lata cilindrica con
una capacidad de 1200z cm3 y con area total
de 2407 cm2. Determine el radio y la altura
de la lata.

Una caja rectangular tiene una base
rectangular de 1 pie de ancho por 2 pies de
largo y tiene altura de 3 pies. Sicada uno de
los lados se aumenta en la misma longitud x.
Determine las dimensiones de una caja que
tenga 10 veces el volumen de la caja original.

Un silo para almacenar granos esta formado
por paredes en forma de un cilindro circular
recto de 10 metros de altura y un techo de
forma semiesférica.

a. Construya un modelo que exprese el
volumen del silo en términos del radio r.

b. Si el silo debe tener capacidad para
almacenar 1500 m3 de maiz, utilice un
programa de computo para dibujar la
grafica de la funcién polinomial y obtener
un valor aproximado del radio del silo.



