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4.1 Funciones polinomiales y sus gréaficas

OBJETIVOS

e Encontrar los ceros de una funcion polinomial por factorizacion.

e Dibujar la grafica de un polinomio utilizando la multiplicidad de los ceros y su comportamiento
final.

En las secciones anteriores se han estudiado las funciones polinomiales de grado cero f(x) =c, las
funciones polinomiales de grado 1 o funciones lineales f(x) = mx + b y las funciones polinomiales de
grado 2 o funciones cuadraticas f(x) = ax® + bx + ¢. En ésta seccién se iniciara el estudio de las
funciones polinomiales de grado mayor que 2 y sus representaciones graficas.

Funcion polinomial

Las funciones polinomiales se definen en la forma siguiente

Una funcion polinomial de grado n, es una funcién de la forma
— n n-1 n-2
P(x) =a,x™ +a, X" " +a, o7 + -+ X + Q

donde a, # 0, los numeros ag,ay,0as,...,0, se llaman coeficientes del

n
polinomio. a, es el coeficiente de la potencia mas alta y se llama coeficiente

principal, g, se llama coeficiente constante.

Por ejemplo el polinomio
P(x) = 3x% —12x3 + 6x% + x — 7

es un polinomio de grado 5, que tiene como coeficiente principal 3 y como coeficiente constante —7.

Ceros reales de un polinomio

La representaciéon grafica de un polinomio y = P(x) es una curva suave y continua. Si ¢ es un nimero
real tal que P(c) = 0, entonces el nimero ¢ es llamado cero o raiz del polinomio P. Los ceros de un

polinomio son muy importantes pues nos permiten dibujar en forma aproximada la grafica de un
polinomio y por otro lado nos permiten factorizar el polinomio utilizando el siguiente teorema del factor

Si x = ¢ es un cero del polinomio P(x), entonces (x — ¢) es un factor. En forma

equivalente, (x — c¢) es un factor de P(x) siy solo si x = ¢ es un cero de P(x).

El siguiente teorema muestra todas las relaciones entre los ceros reales de un polinomio, factores de
la forma (x — ¢) y las intersecciones de la grafica del polinomio con el eje x.
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Si P es una funcién polinomial y x = ¢ es un cero del polinomio P(x), entonces
las siguientes proposiciones son equivalentes y verdaderas.

1.

x = ¢ es un cero de P.
2. x = ¢ es una solucion de la ecuacion P(x) = 0.
3.
4

. El punto (c,0) es una interseccién de la grafica y = P(x) con el eje x.

(x — ¢) es un factor del polinomio P(x).

Ejemplo 1: Grafica de un polinomio de grado 3

Construya un polinomio de grado 3 cuyos ceros son —2, %, 3. Dibuje su representacién grafica

Solucion

Cuando se conocen todos los ceros de un polinomio, se pueden encontrar sus factores
facilmente utilizando el teorema del factor. En este ejemplo se tiene

Si x = —2 es un cero entonces x — (-2) = x + 2 es un factor.
S 1
1 X == es un cero entonces x — B es un factor.

Si x = 3 es un cero entonces x — 3 es un factor.

Un polinomio de grado 3 se obtiene multiplicando todos sus factores, es decir
P(x) = (x + 2)(x - %)(x -3)
Al simplificar el segundo factor y desarrollar productos se obtiene

P(x) = (x + 2)(%)@ _3)

%(x +2)(2x - 1)(x - 3)
1

= 2(2x2 +3x — 2)(x — 3)

1
P(x) = §(2x3 - 3x%2 - 11x + 6)

Este no es el tnico polinomio que tiene los ceros dados, de hecho existen infinitos
polinomios que tienen los mismos ceros, que tienen como diferencia el valor de la

constante que se encuentra fuera del paréntesis que para el ejemplo es % Para

representar en forma general a todos los polinomios que tienen los ceros dados se
puede escribir como

P(x) = k(x + 2)(x - %)(x -3)

donde k es un nimero real.
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Para dibujar la representacién grafica utilizamos las intersecciones de la grafica con
el eje x, que se obtienen de los ceros del polinomio, estos puntos son

(-2,0), (%,0) v (3,0)

Adicionalmente podemos obtener informacién de una pequeiia tabla de valores
tomando al menos un valor que se encuentre a cada lado de los ceros. Esta tabla
puede ser la siguiente

-3 -1 0 2 4

-21 6 3 -6 21

Al dibujar las intersecciones con el eje x y los puntos de la tabla se obtiene la grafica
de la funcién

Comportamiento final de un polinomio

La grafica de un polinomio es una curva suave con puntos que suben y bajan, pero en sus extremos,
cuando x tiene valores muy grandes ya sea positivos o negativos, P(x) también tiene valores muy

grandes positivos o negativos; es decir que en sus extremos la grafica se ira hacia arriba si los valores de
P(x) son positivos o hacia abajo si los valores de P(x) son negativos.

En realidad el comportamiento final depende solamente del primer término a,x" ya que para

valores muy grandes de x los otros términos tienen valores relativamente pequenos. El comportamiento
final se puede dividir en 4 casos dependiendo del signo de a,, y si el exponente n es par o impar.

Caso1: Sinespary a, >0

Cuando x toma valores negativos grandes, la grafica de P(x) toma valores positivos muy grandes
y cuando x toma valores positivos grandes la grafica de P(x) toma valores positivos grandes. En
forma simbdlica se puede escribir de la forma siguiente

Cuando x - -0 P(x) > 4w
Cuando x = 40 P(x) = +o©

La figura muestra un polinomio donde n es pary a, > 0

N
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Caso 2: Sinespary q, <0

Cuando x toma valores negativos grandes, la grafica de P(x) toma valores negativos muy grandes
y cuando x toma valores positivos grandes la grafica de P(x) toma valores negativos grandes. En
forma simbdlica se puede escribir de la forma siguiente

A
Cuando x - —© P(x) - —oo ¥

Cuando x — +00  P(x) — —©
La figura muestra un polinomio donde n es pary a, < 0 /\

Caso 3: Sinesimpary g, >0

Cuando x toma valores negativos grandes, la grafica de P(x) toma valores negativos muy grandes
y cuando x toma valores positivos grandes la grafica de P(x) toma valores positivos grandes. En
forma simbdlica se puede escribir de la forma siguiente

Cuando x > -0 P(x) - —o© J
Cuando x — +0 P(x) > 4+
La figura muestra un polinomio donde n es impary a, > 0 /\¢
T\

Caso 4: Sinesimpary q, <0

Cuando x toma valores negativos grandes, la grafica de P(x) toma valores positivos muy grandes
y cuando x toma valores positivos grandes la grafica de P(x) toma valores negativos grandes. En

forma simbdlica se puede escribir de la forma siguiente y

Cuando x —» -0 P(x) > 4+
Cuando x = 40  P(x) > —©

La figura muestra un polinomio donde n es pary a, < 0

\/\__/ x

Multiplicidad de los ceros de un polinomio

Segun el teorema del factor, cuando (x — ¢) es un factor del polinomio P(x)entonces x = ¢ es una cero
de la ecuacién P(x) = 0.
Ahora, si un polinomio tiene un factor de la forma (x — ¢)*, entonces se dice que x = ¢ es un cero de

multiplicidad k&, esto significa que k es un cero o raiz que se repite k veces. Por ejemplo en el polinomio
siguiente

P(x) = x3(x — 3)%2(x + 5)(x — 1)*

la multiplicidad de los ceros es:
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x=0 es un cero de multiplicidad 3
x=3 es un cero de multiplicidad 2
x = -5  esun cero de multiplicidad 1
x=1 es un cero de multiplicidad 4

El comportamiento de la grafica de un polinomio estd relacionada con su la multiplicidad de los
ceros y se puede resumir en tres casos

Multiplicidad 1

Si x = ¢ es un cero del polinomio P(x) de multiplicidad 1, es decir que (x — ¢) es un factor de P(x).
Entonces la grafica del polinomio intersecta al eje x en el punto (c,0) ; como se muestra en las figuras
siguientes

(c,0) (c,0)

Multiplicidad par
Si x = ¢ es un cero del polinomio P(x) de multiplicidad par, es decir que (x — ¢)* es un factor de P(x)

que se repite k veces, donde k es un namero par. Entonces la grafica del polinomio es tangente al eje x en
el punto (c, 0) ; como se muestra en las figuras siguientes

y y

(c,0)

(c,0) ¥

Multiplicidad impar mayor que 1

Si x = ¢ es un cero del polinomio P(x) de multiplicidad impar mayor que 1, es decir que (x — ¢)* es un
factor que se repite k veces, donde k es un nimero impar, k£ > 1. Entonces la grafica del polinomio es
tangente al eje x y lo intersecta en el punto (c, 0) ; como se muestra en las figuras siguientes

y Y

(c,0)
(c,0) x *

El siguiente cuadro resume el procedimiento para dibujar la representacién grafica de un polinomio,
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Factorice el polinomio, determine los ceros reales y la multiplicad de cada
uno de ellos. Grafique las intersecciones con el eje x.

Encuentre la interseccién del polinomio con el eje y. Grafique éste punto.

Establezca el comportamiento final del polinomio utilizando el signo del
coeficiente principal y el grado del polinomio.

Comenzando con el comportamiento final en el lado izquierdo trace una curva
suave que pase por las intersecciones con los ejes y que cumpla las
condiciones de multiplicidad de los ceros. Finalice el trazo con el
comportamiento final en el dado derecho.

Ejemplo 2: Grafica de un polinomio de grado 3

Dibuje la representacién grafica de la funcién polinomial

Solucion

flx) =x% +2x2 —4x - 8

En este caso se puede factorizar el polinomio para encontrar sus ceros
flx) =x% +2x2 —4x - 8
(x3 + 2x2) — (4x + 8)

x2(x +2) — 4(x + 2)
(x + 2)(x%2 - 4)
=(x+2)(x+2)(x-2)
=(x+2)>2%(x-2)

Los ceros se obtienen al igualar el polinomio a cero, es decir
(x+22%x-2)=0

de donde obtenemos que los ceros del polinomio son
x = —2 de multiplicidad 2
x = 2 de multiplicidad 1.

Por lo tanto las intersecciones con el eje x estan en los puntos (-1,0) y (2,0).

La interseccion con el eje ¥ se encuentra haciendo x = 0, obteniendo f(0) = —-8. Por
lo que la interseccién con el eje y es en el punto (0, — 8)

La representacion grafica del polinomio inicia con valores de la funcién negativos
cuando x es negativa ya que el grado del polinomio es impar y el coeficiente principal
es negativo, debe ser tangente al eje x en x = -2 y lo debe cortar en x =2. La
siguiente figura muestra la grafica del polinomio, que se ha construido con la ayuda
del programa Scientific Notebook
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Ejemplo 3: Grafica de un polinomio de grado 7

Dibuje la representacion grafica del polinomio
P(x) = x3(x + 3)%(x — 2)(x — 4)

Solucion

En este caso el polinomio ya esta factorizado, para encontrar los ceros se iguala a cero
cada uno de los factores

x3(x +3)%(x —2)(x —4) =0
Si x% = Ose obtiene que x = 0 es un cero de multiplicidad 3,
si (x + 3)? = 0 se obtiene que x = —3 es un cero de multiplicidad 2,
si (x — 2) = 0 se obtiene que x = 2 es un cero de multiplicidad 1y
si (x — 4) = 0 se obtiene que x = 4 es un cero de multiplicidad 1.
La interseccién con el eje y se obtiene evaluando P(0)
P@0) =030 +3)20-2)(0-4)=0

Como el polinomio es de grado 7 y el coeficiente principal es positivo la
representacién grafica debe iniciar con valores de la funcién negativos cuando x es
negativa, debe ser tangente al eje x en x = —3, debe ser tangente al eje xen x =0 y
cortar al eje x en ese punto, luego intersecta alejexen x =2y x =4.

La siguiente figura muestra la representacién grafica del polinomio.

Yy
500
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Ejercicios de la seccion 4.1

En los ejercicios 1 a 10 dibuje la representacion
grafica del polinomio wutilizando traslaciones

horizontgles y  verticales, reflexiones y
compresiones.

1. f(x)=x3-3

2. f(x)=-x*+2

3. f(x) =(x+3)?

4. f(x)=—-(x-2)3+4

5. f(x)=2x*-4

6. P(x)=-3(x+2)>

7. P(x) = 4(x —4)° + 2

8. Px)= —%x3 ~3

9. P(x)=2x+3*-3
10. P(x) = -4(x -3)3 +5

En los ejercicios 11 al 20 encuentre los ceros del
polinomio y dibuje la representacién grafica.

11. f(x) =(x —D(x +D(x +2)
12. f(x) = 2(x + 3)(x + 1)(x — 2)
13. f(x) = x(x —1)(x + D(x + 2)
14. f(x) = x2(x — 2)(x + 2)

15. f(x) = —x(x + 2)2 (x - %)

16. f(x) = (x ; %)2 (x — 2)2

17. f(x) = x(x — 2)%2(x + 3)°
18. f(x) = (x — 12(x + 2)3(x — 3)
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19. f(x) = i(x + %)3 (x — 2)2 (x _ %)3

20. f(x) = -3x? (x - %)2 (x +1)3 (x + g)g

En los ejercicios 21 al 30 factorice el polinomio,
encuentre los ceros y dibuje la representacién
grafica.

21. f(x) = x* — 4x2

22. x® —2x% - 3x

23. P(x) = 6x* + x% — 15x2

24. P(x) = x* —13x% + 36

25. f(x) = —x* +18x? — 81

26. f(x) = x% —3x2 — 9x + 27

27. P(x) = 2x° + 3x* —16x2 — 24x
28. f(x) = —x® +16x3

29. P(x) = (x?2 — 2x — 3)?

30. P(x) = —%(2x4 + 923 — B2 Y’

31. Se introduce un rebafnio de 100 ejemplares de
venados en una isla pequenia. Al principio el
numero de venados aumentan con rapidez;
pero con el tiempo disminuyen los recursos
alimenticios y la poblacion disminuye.
Suponga que el nimero N(t) de venados
después de ¢ anos esta dado por

N(t) = —t* + 21t2 + 100, donde ¢t > 0.

N(). Halle los
valores de ¢ para los que N(t) > 0.

a. Trazar la grafica de

b. (Se extingue la poblacién de venados? Si
es asi, ;Cuando desapareceran?



