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1.7 Otros tipos de desigualdades

OBJETIVOS

e Resolver desigualdades de grado mayor que 1.
e Resolver desigualdades racionales.

e Plantear y resolver problemas en donde el modelo es una desigualdad cuadratica o una
desigualdad racional.

Desigualdades de grado mayor que 1

Para resolver una desigualdad que involucra a un polinomio de grado mayor o igual a 2, es necesario
expresarlo como un producto de factores lineales o factores cuadraticos irreducibles. Un factor
cuadrético ax? + bx + c, es irreducible si la ecuacién ax? + bx + ¢ = 0 tiene soluciones complejas.

Una vez que el polinomio se ha factorizado se encuentran todos los ceros reales del mismo y se
utiliza la siguiente propiedad

Six no es un cero de un polinomio, entonces el polinomio es mayor que cero 6 el
polinomio es menor que cero para todos los valores de x entre dos ceros
consecutivos.

Cuando se resuelven desigualdades que involucran polinomios, es usual llamar valores criticos a
los ceros del polinomio. Segun la propiedad anterior entre dos valores criticos consecutivos el polinomio
solo puede ser positivo, o bien solo puede ser negativo. Por lo tanto sera suficiente tomar un valor de
prueba entre dos valores criticos consecutivos y evaluar el polinomio en ese nimero para establecer si el
polinomio es mayor que cero o menor que cero en el intervalo determinado por los valores criticos
consecutivos.

Ejemplo 1: Resolviendo una desigualdad cuadréatica

Resuelva la desigualdad

x(Bx—1) <4
Solucién
Trasladando todos los términos al lado izquierdo y desarrollando el producto se tiene
x(Bx-1) <4
3x2-x—-4<0
Factorizando el polinomio cuadratico
3x2 -x-4<0
(3x — 4)3(3x +3) <0

Bx-—4)(x+1)<0
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Una vez factorizado el polinomio, se encuentran los valores que hacen cero cada uno
de los factores, a los cuales se les llama valores criticos

Si 3x —4 =0, se obtiene x =§
Six+1=0,seobtiene x = -1
Los valores criticos x = -1 y x = % dividen a la recta numérica en 3 intervalos

como se ilustra en la figura siguiente

Estos intervalos son: (-o0,-1], [-1,3], [5,)

Observe que los intervalos son cerrados en -1y %pues la desigualdad es menor o

igual que cero y como al evaluar la expresién en los extremos de los intervalos obtiene
una proposicién verdadera, éstos deben estar incluidos en la solucion.

De acuerdo con la propiedad del signo, en cada intervalo el polinomio es mayor
que cero 0 menor que cero.

Para saber cuales de los intervalos son soluciones de la desigualdad se debe
tomar un valor de prueba en cada intervalo, si se obtiene un resultado positivo el
intervalo no es soluciéon de la desigualdad, si se obtiene un resultado negativo, el
intervalo si es solucién, ya que la desigualdad es

Bx-4)(x+1) <0

Se recomienda construir una tabla como la siguiente para efectuar las pruebas.

(-o0,—1] -2 =) + No es solucién
[_1’% 0 (=)(+) - Si es solucién
[%,oo) 2 (+)(+) + No es solucién

Observe que en la tabla solo se colocan los signos resultantes de cada factor, al
evaluar el valor de prueba en la expresiéon, ya que lo que interesa es saber si es
positiva o negativa. Por ejemplo al sustituir el valor de prueba —2 en la expresién se
obtiene

B(=2)-H(2+1) = (-10)(-1) = ) ()
Como Unicamente en el intervalo [—1,%] se obtiene un resultado negativo, se

concluye que la solucién de la desigualdad es el conjunto de todos los ntimeros reales
que estén en el intervalo [—1,%] .

Desigualdades racionales

Las desigualdades racionales se resuelven de forma similar a las desigualdades polinomiales, con la
diferencia que también se consideran como valores criticos los nimeros que hacen cero el denominador
de la expresién racional.

Extendiendo concepto de valores criticos para una expresion racional se tiene
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Los valores criticos de una expresion racional son los nimeros reales que
hacen que el numerador de la expresion racional sea igual a cero o que el
denominador de la expresiéon racional sea igual a cero.

El siguiente ejemplo ilustra el procedimiento para resolverlas

Ejemplo 2: Resolviendo una desigualdad racional

Resuelva la desigualdad

Solucion

>
x+2 2x-1

Un error frecuente de los estudiantes es pasar a multiplicar los denominadores. Esto,

como ya se explicé antes, no se puede hacer en las desigualdades ya que no se sabe si

las expresiones son positivas o negativas para todo x. Lo que se debe hacer es

trasladar todas las fracciones al lado izquierdo de la desigualdad y simplificar la suma
de fracciones resultante

1

x+2 2x-1

11,
x+2 2x-1
12x - 1) = 1(x + 2) S
(x+2)@2x-1)
20 —1-x-2
(x+2)2x-1)
x—_3 >0
(x+2)2x-1)
Ahora se iguala a cero cada uno de los factores, para determinar los valores criticos de
la expresién racional
Si x -3 =0 seobtiene x =3

[\

Si x+2=0 seobtiene x = -2

Si 2x —1 =0 seobtiene x =

DO [

Observe que x =-2 y x = % no pueden ser soluciones de la desigualdad ya que

hacen cero el denominador y la divisién entre cero no estda definida, mientras que
x = 3 si es solucién ya que cuando el numerador es cero la expresién es igual a cero.

Localizando los valores criticos en una recta numeérica se tiene

De donde se obtiene que los intervalos donde se deben realizar las pruebas son:
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obtenidos

(—=-2), (-23). (3:3] [B)

La tabla siguiente muestra los valores de prueba seleccionados asi como los resultados

1.7 Otros tipos de desigualdades

(=0,—-2) -2 % No es solucién
(-2,3) 0 ( f)_()_) Si es solucién
(3,3] 2 ﬁ No es solucién
[3,%0) 4 ﬁ Si es solucién

De los resultados en la tabla se concluye que la solucién de la desigualdad es

(-2,3)u[3,%)

Ejemplo 3: Una aplicacion con desigualdades cuadraticas

Un productor de raquetas de Tenis, tiene ingresos anuales por la venta de cierto tipo de raquetas dados
por I =1280x — 8x?, donde I es el ingreso en quetzales y x es el precio de venta de una raqueta en
quetzales. ;Cudntas raquetas debe vender anualmente si quiere tener ingresos mayores de Q48,0007

Solucion

Para encontrar la solucién de este problema es necesario resolver la desigualdad
1280x — 8x? > 48000
Trasladando los términos al lado izquierdo y dividiendo entre —8 se obtiene
1280x — 8x2 > 48000
1280x — 8x2 — 48000 <0
-8
x% —160x + 600 < 0
Factorizando el trinomio y obteniendo los valores criticos se tiene
(x —60)(x —100) <0
Si x — 60 =0 se obtiene x = 60
Si x —100 = 0 se obtiene x =100

A partir de éstos niumeros obtenemos los intervalos
(—CX),GO), (605100)’ (100’00)

Los resultados de las pruebas de muestran en la tabla siguiente
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(—0,60) 0 =) + No es solucién
(60,100) 70 =)+) - Si es solucién
(100,0) 110 (+)(+) + No es solucién

De donde se concluye que el fabricante debe vender entre 60 y 100 raquetas para
tener ingresos mayores de Q48,000.

Ejemplo 4: Desigualdad cuadratica con valor absoluto

Resuelva la desigualdad

Solucion

|x2—5|24

Aplicando la propiedad de las desigualdades, se obtiene que la desigualdad dada es
equivalente a las dos desigualdades

x2-5>4 0 x2 -5< -4
La solucién final sera la unién de las soluciones de las dos desigualdades.
Resolviendo la primera desigualdad

x2 -5>4
x2-9>0
(x-3)(x+3)=0
Los valores criticos son x = -3 y x =3, que dividen a la recta numérica en los

intervalos
(_005_3]’ [_3’3] ) [3700)

La tabla siguiente muestra el analisis de signos en cada uno de los intervalos

(-o0,—3] -4 =) + Si es solucién
[-3,3] 0 (=)(+) - Ni es solucién
[3,0) 4 (+)(+) + Si es solucién

De donde la solucién de la primera desigualdad es (—o0,—3], [3,0)

Resolviendo la segunda desigualdad

x2 -5< -4

(x-1D(x+1)<0
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Los valores criticos son x = -1 y x =1, que dividen a la recta numérica en los

intervalos

(_OO’ _1] ’

1.7 Otros tipos de desigualdades

[-1,1], [1,0)

La tabla siguiente muestra el analisis de signos en cada uno de los intervalos

(~00,~-1] -4 =) + No es solucién
[-1,1] 0 (=) (+) - Si es solucién
[1,00) 4 (+)(+) + No es solucién

De donde la solucién de la segunda desigualdad es [-1,1]

6

La unién de las dos soluciones, no da la solucién de la desigualdad original, la cual es

(_OO’ _3] )

Ejercicios de la seccion 1.7

[-1,1], [3,)

En los ejercicios 1 a 10 resuelva la desigualdad
cuadratica

x2 -Tx >0

x2 +5x <0
x2+7x+10<0
x2+1>0
x2+9<0

x?2 <30 -x
6x% — 4 < bx
12x% + 8x > 15

© XN e R

x% < 8
10. x3+27>0

En los ejercicios 11 a 30 resuelva la desigualdad
racional

1. —* <o
x -2
12. MZO
x

13. —* <4

14.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

23.

24.

25.

26.

x2+6x+9SO
x—2

x? —10x + 25
x -5 B

1Ox—1S9

x+1

1 < 3

x+2 x-5
4 < 2

3—-x x+2

0

1
x_

X + >4

x+1
x+6_ 1
16 2—x
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217. M>0
x
21 , 2 _11
x+2 2x-17 2

28.
A2

29. (x —4)" >0
(x + 3)°

2¢ — 7

50 (x = 3)%(x - 4)°

<0

En los ejercicios 31 a 35 resuelva la desigualdad
cuadratica con valor absoluto

3L [x2-1|<1

32. |x?-10/>6

33. |x? +4/210

34, |x? +7x+1121
35. |x? —14x + 44| <4

36. Para que numeros, la suma del nimero y su
reciproco es mayor que 2.

37. Si el largo de un rectangulo es 4 cm mayor
que su ancho. Determine el intervalo de

38.

39.

40.
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variacién de su largo de manera que el area
sea mayor que 25 cm?2.

Si las ganancias de una empresa que produce
y vende x unidades son 160x — x2 — 4800.
Determine el numero de unidades que
producirdan ganancias mayores o iguales a
1,200.

Carlos tiene notas parciales de 60, 82, y 73
puntos. Si las notas parciales equivalen a
70% de la nota final del curso, Calcule la nota
que debe sacar en el examen final para
aprobar el curso con una nota mayor o igual a
61 puntos.

Se quiere medir un volumen de 1000
centimetros cubicos utilizando un recipiente
de vidrio 5 cm de radio. Determine el
intervalo de variacién de la altura A si el
valor absoluto de la diferencia entre el
volumen medido y el volumen exacto debe ser
menor o igual que 10 centimetros ctbicos.



