3.4 Centroides y centro de masa

OBJETIVOS

e Encontrar la fuerza ejercida sobre una compuerta plana debido a la presion ejercida por el agua
sobre ella

En este seccion se estudian los métodos para calcular el centroide o centro de masa de una regién plana
de masa uniformemente distribuida. Este punto es aquel que haria que la regién plana se mantendria
en equilibrio al ser apoyada Gnicamente en un punto, como se muestra en la figura siguiente

!

Para desarrollar este tema es necesario comenzar con algunos conceptos previos de fisica.

Momentos y centroide de masas Euntuales

Considere el caso mas simple de dos masas puntuales m; y m,, situadas a distancias d; y d, del centro

de masa, como se muestra en la figura siguiente

Para que el sistema este en equilibrio es necesario que
mydy = myd,
En Fisica al producto de la masa de un objeto multiplicado por la distancia a un punto, se le llama
momento con respecto a ese punto.

En general, si se tienen varias particulas de masa puntual, el momento producido por ellas con
respecto al sistema de coordenadas se define como

Momento respecto al eje y
n
M, = mx; + myxy + mgxy + - + myx, = E m;x;
i=1
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Momento respecto al eje x
n
M, = myyy +myyy + mayy + o+ M5, = Y my,
i=1

Una vez calculados los momentos con respecto al origen del sistema de coordenadas. Las coordenadas
del centro de masa de un conjunto de masas puntuales de define como
n

M Zmixi I, Zmiyi

x Yy _ §= x _ =1

1
m n m 1
E m; E m;
i=1 i=1

Ejemplo 1: Centro de masa de masas puntuales

Obtenga el centro de masa del conjunto de masas dadas, que se encuentran localizadas en los puntos
dados

my, =8, P(-25), my =5 P (0,-3); my =4, Py(53) my =10, P,(2,6) m; =7, P,(3,-3)

Solucion

La siguiente figura muestra la distribucién de las masas en un sistema de coordenadas
rectangulares

P, (5,3)

_ Xy F myXy + mgXg + myXy + ks (8)(=2) + (5)(0) + ) (B) + 10)(2) + (NB)
my + my + mq + my + my 8+5+4+10+7

- 45 _1 39
34
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La coordenada y del centro de masa es

_ MYy F myYy + Mgys + MYy + MsYs _ (8)(B) + (5)(=3) + (4)(3) + (10)(6) + (T)(=3)
my + mg + mg + my + my 8+5+4+10+7

=16 _ 994
34

Por lo que las coordenadas del centro de masa son

(x,y) = (1.32,2.24)

Centro de masa de una region plana

Considera ahora una lamina delgada de masa distribuida uniformemente, limitada en la parte
superior por la funcién y = f(x) y en la parte inferior por la funciéon y = g(x). Como se muestra en la

figura.

v A

f(x)

g(x)

d b X

Se puede suponer que la lamina esta formada por una cantidad infinita de laminas en forma de
rectangulo de ancho Ax y altura A = f(x) — g(x), como se muestra en la siguiente figura.

YA

f(x)

g(x)
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Al considerar uno de los elementos diferenciales, para obtener su masa y los momentos con respecto a los
ejes de coordenadas se tiene

Y f(x)
fi / 9 h
7. 8(x)

La masa del diferencial de area esta dada por el area del elemento diferencial, multiplicado por la
densidad p de la lamina

m; = pA; = p[f(x;) — g(x;)]Ax

La masa total de la ldmina es

b b
m = [ plf@) - g@]dx = p| 1) - go)]dx = pA

El momento con respecto al eje y del elemento diferencial estéa dado por
M, = mXx; = p[f(x;) - 8(x))]Ax - x;
= pX; [f(xl) - g(xi)]dx

El momento total con respecto al eje y esta dado por

n

M, = ,111330 M, =
j=1
1=

Por lo que la coordenada x del centro de masa es

b
o, | el - sl
T m pA

&l

b
= L[l - e)ax
Ala
El momento con respecto al eje x del elemento diferencial estéa dado por

M, = m3, = plf(x;) - g(x;)]Ax -%[f(xi) + g(x)]

= 2L (7)) - (8)” Jdx

El momento total con respecto al eje x esta dado por

M, = tim 3w = [T2[ () - (a0 Jax

Por lo que la coordenada y del centro de masa es
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. | LU - (g Jax

m pA

iﬁ[(f(x))z - (g(0)" Jda

<
Il

y

Ejemplo 2: Centroide de una region plana

5

Encuentre el centroide del tridngulo rectangulo que se muestra en la figura siguiente

—_—

Solucion

Comenzamos situando el tridngulo en un sistema de ejes coordenados y encontrando

la ecuacién de la recta. Se obtiene que la recta pasa por los puntos (0,6) y (9,0)

La pendiente de la recta es

La ecuacién de la recta es

(0,6)

Para calcular el 4rea no es necesario utilizar integrales ya que es suficiente con utilizar

el area de un triangulo

_ 1y, 1 -
A= Sbh = 2(9)(6) = 27
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La coordenada en x del centroide es

b
% = ij *[f(x) - g(x)]dx

27.[ [(__x " 6) )}dx - %J.:(_%xz " 6x)dx

_ 2%[ g 2 + 3a2 }z = 2%[(—%(9)3 + 3(9)2) - (o)} = 2%(—162 +243)
=3

La coordenada en y del centroide es

B 2A.[ (F@) - (g()" |dx 2(27)J {(‘% 6)2 _(O)Z}dx
= éj.og(%xz - 8x + 36)dx -1 [4x —4x? + 3649

54| 27 0

4(9)
54[( 5 4(9)2+36(9)j ()} 54(108)
=2

Por lo que el centro de masa se localiza en el punto (3, 2)

Ejemplo 3: Centroide de una region plana

Encontrar el centroide de la regién limitada por lacurva y = 3 —x2 ylarecta x + y -1 =0

Solucion

La figura muestra la regién limitada por la parabola y la recta.

Para encontrar los puntos de interseccién igualamos las ecuaciones y resolvemos la
ecuacion resultante

3-x2=1-x
x2-x-2=0
(x-2)(x+1) =0
x=2 & x=-1
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El area de la regién esta dada por

A= J.:[(S -x?)-(1-x)]dx

:L( x4 x)dx

3 2
:(Zx_x_+x_

2
= [4—§+2}—[—2+l+l} =9
3 2 )4 3 3 2 2
La coordenada x del centroide es

f *[f(x) - g(x)]dx

x[(3-x%)-(1-x)]dx

x(2 - x2 + x)dx
1

1 (2
=15 (2x — x® + x?)dx
1

La coordenada y del centroide

7 - ij [(F@) - (g())? ]

Donde f(x) =3-x2 y g(x) =1-x, entonces

SRR

L[ [0 622+ 4) (120 + )]

2
- %J- (8 —7x? + x* + 2x)dx
-1

5
=(8x—7i+ +x2)
3 5 .

[(16 56 32+4) (8+z—l+1ﬂ
3 5 3 b5

2

"9
_1.63_63
9 5 45
Por lo tanto, las coordenadas del centroide de la figura so
— 1 63)
=(=,—=2]| ~ (0.5,1.4
@3 (2 45 ( )
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Ejemplo 4: Centroide de una region plana compuesta

Encontrar el centroide de la region Plana que se muestra en la figura siguiente, si el circulo interior tiene
radio de 2 uniddes.

Solucion

7‘F
7 [ )
TT
4(_ 6
3
A AL

Aunque este ya es un problema mas de fisica que de matematica, para resolverlo hay
que considerar que la regién plana esta formada por varias regiones de masa puntual.
Cada regién tiene su masa concentrada en el centroide de cada una de las figuras
planas conocidas que forman la lamina.

El claro que el centroide de un cuadrado y el de un circulo estan en el centro del mismo,
mientras que el de un tridngulo rectangulo se localiza a 1/3 de la longitud de cada
cateto.

Al situar la figura en sistema de coordenadas rectangulares se tiene

y

™

7

TT
*— 6
3

33|<3Jx

A

El centroide del cuadrado y el circulo estan en el punto (3,3). El centroide del tridngulo

IRERER
33 3

Para calcular el centroide de toda la regién se tomara el cuadrado completo y luego se
restara el circulo

esta en el punto
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oM myXy —meXy  pAT, + pAK, — pAsY,

my +my —myg PA; + pAy — pAy
_ P(AX + AgXy — AgTy) (A% + AT, — AgXy)
p(A; + 4y - A3) (A + Ay - 4y)

1
_ (6)(6)(3) + 5(6)(4)(2) — 7(2)2(3) 10842419
(6)(6) + %(6)(4) — 2(2)? 36+12-4r

= 2.66

— MYy T MyYy —mgyy pAY + pAY, — pA3Ys

m; + my, —mg PA, + pA, — pA,
_ p(AY + AyYy — AgYs) _ (A% + Ay, — AgYs)
p(A + 4y - A;) (A + Ay - Ag)
1 22
©OO  O@(R) - 0 g 1y,
(6)(6) + J (6)(4) - 7(2) 8612~ dx

=4.47

Por lo que el centroide se localiza en el punto (2.66,4.47)

Ejercicios sobre momentos y centros de masa

En los problemas 1 a 15, determine las coordenadas del centro de masa de la regiéon limitada por las
curvas dadas

1. y=2x+4,y=0,x=0,x=2

2. y=x2, y=0,x=3

3. y:\/;, y=0,x=4

4. y=x2, y=+/x

5. y=1-x%; 2y=1+2x.

6. y=2x-1;y=x2-4

7. y=4-x2, x+y=2

8. y=x2—-4x; y=2

9. y=x2-2x+1,ylarecta 4x +y = 2.

10, y=x+2 ; y=-x2+4x+2
11, y=—=x?2+3 & y=x2-2x-1

12. Plantee las integrales necesarias para encontrar los momentos y el centroide de la regién acotada
por encuentra delimitada por las curvas.

y=-x2 & y=2x-3
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13. Plantee las integrales (no las calcule), para calcular el centroide de la regién en el primer plana
limitada por la curva x2 + y? = 25, larecta 3x — 4y = 0 yelejey.

14. Trace la regién acotada por las curvas y=x> —x y y =x2 -1 y estime en forma visual la

ubicacién del centroide, después plantee las integrales necesarias para calcular el centroide de la
regién acotada por las curvas.

15. Una pieza metdlica tiene la forma que se muestra en la figura 1. Considere que el radio de la pieza
es de 1.00 m y que el radio de la cavidad, que es circular, es de 0.5 m. bajo estas condiciones calcular:

El centroide la pieza, indicando respecto de que punto lo calculd

16. Calcule el centroide de la lamina plana de masa uniforme mostrada en la figura. Nota: utilice
geometria para el calculo de las areas y las propiedades de simetria para obtener el centroide




